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❆ ❆♥♥❡①❡s ✽✸
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❆✳✷ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t♦❦❡♥ ❜✉❝❦❡t ❞❛♥s Pr♦✜t❡r♦❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s ✽✺
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✽✼
✈❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts
❖♥ ♠✬❛✈❛✐t ♣ré✈❡♥✉ q✉✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ à ✉♥❡ tr❛✈❡rsé❡ ❞❡ ❧✬❆t❧❛♥t✐q✉❡ à ❧❛ r❛♠❡✳
❏❡ ♥✬❛✈❛✐s ❛❧♦rs ♣❛s ré❛❧✐sé à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❝❡s ❞❡✉① é♣r❡✉✈❡s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ▲❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♣ré❝✐s❡r s❡s
r❡❝❤❡r❝❤❡s✱ ❞❡ ❧❡s ❧✐♠✐t❡r à ✉♥ ❝❛❞r❡ étr♦✐t ❞❡ s♦rt❡ à ❛❧❧❡r ❥✉sq✉✬❛✉ ❢♦♥❞ ❞❡s ❝❤♦s❡s ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à
✉♥ ❞❛♥❣❡r❡✉① ✐s♦❧❡♠❡♥t ✐♥t❡❧❧❡❝t✉❡❧✳ ❯♥❡ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝❡t ✐s♦❧❡♠❡♥t ❡st ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♣❡ss✐♠✐s♠❡ ✿ à ♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♠❛îtr✐s❡ ❧❡ s✉❥❡t✱ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡✈❡♥❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❡t é✈✐❞❡♥ts✱
♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ t❡♥❞❛♥❝❡ à ❞é✈❛❧♦r✐s❡r s♦♥ tr❛✈❛✐❧✳
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❥❡ ♣❡♥s❡ q✉❡ ❧❡ r❛♠❡✉r ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬❆t❧❛♥t✐q✉❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬❡♥t❤♦✉s✐❛s♠❡ ❞❡s
❞é❜✉ts s✬❡st é♠♦✉ssé✱ ♣❛ss❡ ♣❛r ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ ❞♦✉t❡ ❛♥❣♦✐ss❛♥t❡s ❞✉r❛♥t ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❝❡ q✉✬✐❧
❢❛✐t ❧❛✳ ▲❛ ❢✉t✐❧✐té ❞❡ s♦♥ ❞é✜ ♦❝❝✉❧t❡ ❛❧♦rs ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ s♦♥ ❡①♣❧♦✐t✳ ❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❞❡ t❡♠♣s ❡♥ t❡♠♣s✱
✉♥ ❤é❧✐❝♦♣tèr❡ ♣❛ss❡ ✜❧♠❡r ❝❡t ❡①♣❧♦✐t✱ ❡t ✈✐❡♥t ❧✉✐ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s ❧❡ ❝♦♥t❡♠♣❧❡♥t✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧✬❡①♣❧♦✐t
♥✬❡st ❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ❛✉ss✐ ❞❛♥❣❡r❡✉①✱ ❥✬❛✐ é♣r♦✉✈é ✉♥ s❡♥t✐♠❡♥t s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❝❡t ❤é❧✐❝♦♣tèr❡
❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❥✬❛✐ r❛❝♦♥té ♠♦♥ s✉❥❡t ❞❡ t❤ès❡ à ❞✬❛✉tr❡s✱ ♠❡ r❛♣♣❡❧❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞é❥à ❢❛✐t✱ ❡t✱ à
♠❡s✉r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♠❡ ♣♦s❛✐t ❞❡s q✉❡st✐♦♥s✱ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ ▼❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✈♦♥t ❞♦♥❝ ❞✬❛❜♦r❞
à t♦✉s ❧❡s ❝✉r✐❡✉① q✉✐ s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssé à ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❥❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r très ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t
■s❛❜❡❧❧❡✱ ♠❛ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ❞❡ t❤ès❡✱ ♣♦✉r s❡s ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts✱ ❡t s✉rt♦✉t ♣♦✉r s❛ ♣❛t✐❡♥❝❡✳ ❏❡ ❝r♦✐s q✉❡✱ ❜✐❡♥
❛✉ ❞❡❧à ❞❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s ✭q✉✬❡❧❧❡ ❛✱ ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✮✱ ❝❡s q✉❛❧✐tés s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣♦✉r ❡♥❝❛❞r❡r
✉♥❡ t❤ès❡✳ ❊t ♣✉✐s ❥❡ ✈♦✉❞r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ■s❛❜❡❧❧❡✱ ♠❛ ❢❡♠♠❡ ✶✱ ♣♦✉r s♦♥ s♦✉t✐❡♥ ✐♥❞é❢❡❝t✐❜❧❡✱
❡t ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❡♥❢❛♥ts q✉✬❡❧❧❡ ♠✬❛ ❞♦♥♥és✳
▼❡r❝✐ ❡♥❝♦r❡ à t♦✉s ♠❡s ❛♠✐s✱ ❡t à t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ♠✬♦♥t ❞♦♥♥é ❧❡✉r ❝♦♥✜❛♥❝❡✱ ♠❡s ❤é❧✐❝♦♣tèr❡s✳✳✳
✶✐❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣❡rs♦♥♥❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❥❡ ♥✬♦s❡ ♣❛s ✐♠❛❣✐♥❡r ❝❡ q✉❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛✉r❛✐t été s✐ ❡❧❧❡s ♥✬❛✈❛✐❡♥t été
q✉✬✉♥❡✳
✈✐
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡s ❤♦♠♠❡s s♦♥t ♠♦❜✐❧❡s✱ ♣❛s ❧❡s rés❡❛✉①✳
▼❛tt❤❡✇ ❙✳ ●❛st ❬✸✶❪
❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡✱ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧❡ ❞❡ ✽✵✷✳✶✶ ❞❡ ▼❛tt❤❡✇ ●❛st✱ ❡①♣❧✐q✉❡ à ❡❧❧❡ s❡✉❧❡ ❧❡ s✉❝❝ès ❞❡s
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s s❛♥s ✜❧ ❞✉r❛♥t ❧❡s ✈✐♥❣t ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ✿ ❝❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥ ❛❝❝ès ✉❜✐q✉✐t❛✐r❡
❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡t ❛✉① rés❡❛✉① q✉✐ s♦♥t✱ ❡✉①✱ ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ✐♠♠♦❜✐❧❡s✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❧✐❜❡rté q✉✬❡❧❧❡s ♦✛r❡♥t
❛✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ ❝❡s rés❡❛✉①✱ ❧❡s rés❡❛✉① r❡♣♦s❛♥t s✉r ❝❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♦♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣♦✉r
❝❡✉① q✉✐ ❧❡s ❞é♣❧♦✐❡♥t ✿ ✢❡①✐❜✐❧✐té✱ r❛♣✐❞✐té ❞❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❡t ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡t s♦✉❧è✈❡♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ ❞é✜s q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ été rés♦❧✉s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✳
◗✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡r ❞❡s s❛✉✈❡t❡✉rs s✉r ✉♥❡ ③♦♥❡ s✐♥✐stré❡✱ ❞❡s ♠✐❧✐t❛✐r❡s s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡
❜❛t❛✐❧❧❡✱ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ❞✬❤✉♠✐❞✐té ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦rêt ♦✉ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛♣♣❛r❡✐❧s é❧❡❝tr♦♠é♥❛❣❡rs ❞❡ ✈♦tr❡
♠❛✐s♦♥✱ ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✐♥st❛❧❧❡r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❝â❜❧❡s ❡t ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡ r❡♥❞❡♥t ❧❡s
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s s❛♥s ✜❧ ✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡s✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❛❞
❤♦❝✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ ❛✉t♦♥♦♠❡s ❡t ❛✉t♦✲♦r❣❛♥✐sés✳
▲❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ ♦♥t ❝❡❝✐ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧s ❛❝t✉❡❧s✱ ✐✳❡✳ ❞❡s rés❡❛✉① ❛✈❡❝ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝✲
❝ès✱ q✉✬✐❧s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❡♥❝♦r❡ ♠♦✐♥s ❞✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❡♥t✐tés q✉✐ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❡♥t✱ ♣❧✉tôt q✉❡
❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝ès✱ s♦♥t ❞❡s ♥÷✉❞s ♠♦❜✐❧❡s q✉✐ s✬❛✉t♦✲♦r❣❛♥✐s❡♥t ♣♦✉r
❢♦r♠❡r ✉♥ rés❡❛✉✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t❡✉r ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s✱ ❝❡tt❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❛ ❞❡✉① ✐♠♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ✿ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ s✬❛✉t♦✲♦r❣❛♥✐s❡ ✐♠♣♦s❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞✐str✐❜✉és✱ ❡t ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té
✐♥tr✐♥sèq✉❡ à ❝❡s rés❡❛✉① ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❝❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ré❛❝t✐❢s✳
❈✬❡st à ❝❡s rés❡❛✉① q✉❡ ❥❡ ♠❡ s✉✐s ✐♥tér❡ssé ♣❡♥❞❛♥t ♠❛ t❤ès❡✱ ❡t ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❛✉① ❞✐✣❝✉❧tés
q✉✬② ♣♦s❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶✱ ♥♦r♠❡ ❞❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❲✐❋✐✳ ❖♥
♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡s rés❡❛✉①✱ ✽✵✷✳✶✶ ♣❛rt❛❣❡ s♦✉✈❡♥t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ très ✐♥é❣❛❧❡✱ ❛✈❡❝
❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s q✉❡ ❝❡❧❛ ❡♥tr❛î♥❡ s✉r ❧❡s s❡r✈✐❝❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s rés❡❛✉①✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ s✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s
❧✐❡♥s r❛❞✐♦✳ ▲❛ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈ ❞❡ ✽✵✷✳✶✶✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❛✈❡❝ ♣♦✐♥ts ❞✬❛❝❝ès✱ ❡st
à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳
❖♥ tr♦✉✈❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥
❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❧✉s éq✉✐t❛❜❧❡ à ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✽✵✷✳✶✶✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❞❡
t❡❧❧❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡✉t ♠❡ttr❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s à ✈♦✐r ❧❡ ❥♦✉r✱ ❝❛r
♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈ s✉♣♣♦s❡ ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❢❛st✐❞✐❡✉s❡ ❞❡ st❛♥❞❛r❞✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❛rt❡s rés❡❛✉✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ♣❧✉s ❝♦✉rt t❡r♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ré❣✉❧❡r ❧❡s ❞é❜✐ts ❞❡s ✢✉① ❞✉
rés❡❛✉ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❖❙■✳ ■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ q✉❡❧q✉❡s
r❛r❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st❡♥t✱ ♠❛✐s ❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧❡s r❡♥❞ ❞✐✣❝✐❧❡s à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳
▲❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ❛♣♣❡❧é Pr♦✜t❡r♦❧❡✱ ❞♦♥t
❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛
♥♦r♠❡ ✽✵✷✳✶✶ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ ♠✉❧t✐✲s❛✉ts✳ ❈❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❞♦♥❝ ❛✈❛♥t t♦✉t ✉♥ ❡①♣♦sé ❞❡ ❝❡tt❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡t ❞❡s r❛✐s♦♥s q✉✐ ♠✬♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳
▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡st ✐ss✉ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❡♥sé r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❡s rés❡❛✉① ✽✵✷✳✶✶✳ ▲❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ st❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ ❡st ✉♥❡ tâ❝❤❡
❛r❞✉❡ ❝❛r à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s rés❡❛✉① ✜❧❛✐r❡s ♦ù ❧❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s s❡ ❢♦♥t ♣❛r ❞❡s ❝â❜❧❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❞❡s
♠✐❧✐❡✉① ❝♦♥✜♥és ❡t ♠❛îtr✐s❛❜❧❡s✱ ❧❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s r❛❞✐♦ s❡ ❢♦♥t ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♥♦♥ ❜♦r♥é✱ s✉r ✉♥ ♠❡❞✐✉♠
✈✐✐
✈✐✐✐ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❝❤❛♥❣❡❛♥t ❡t ✐♠♣ré✈✐s✐❜❧❡✳ ❆✉ss✐✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉❡ ♣r♦♣♦s❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ♠♦❞✲
è❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦✉r t❡♥t❡r ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛ ré❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦✳ ▲✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠♦♥tr❡
❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♥❡ s✐❣♥✐✜❡ ♣❛s ré❛❧✐s♠❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❞✐❧❡♠♠❡ ✿ ♣❧✉s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❡t ♣❧✉s s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
s❡r❛ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝✱ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞❡ ♠❛♥÷✉✈r❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❛ ♠♦❜✐❧✐té ❡t ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞✉
♠❡❞✐✉♠ r❛❞✐♦ ✐♠♣♦s❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ré❛❝t✐❢s ❡t ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡s✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❛✉té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ rés✐❞❡ ❞♦♥❝ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ✈♦❧♦♥té q✉❡ ❥✬❛✐ ❡✉ ❞❡ ❧❛ r❡♥❞r❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳
❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞é❝♦✉♣é❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣rés❡♥t❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡
✽✵✷✳✶✶✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦r♠❡ ♣♦s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s
♣❛r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ✷ ❡t ✸✮✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❡t ✺✮ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡t
❛✉① ét✉❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s q✉✐ ♦♥t ❝♦♥❞✉✐t à ❝❡tt❡ ✐❞é❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❡t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❝❤❛♣✐tr❡s ✻ ❡t ✼✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥
r❡❣❛r❞ ♥♦✉✈❡❛✉ s✉r ❧❡s ♠étr✐q✉❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧✱ ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝❡s rés❡❛✉① s❡❧♦♥ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡♥t❡♥❞
♠♦♥tr❡r ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t Pr♦✜t❡r♦❧❡✳
Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
✽✵✷✳✶✶ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝
✶

❈❤❛♣✐tr❡ ✶
▲❛ ♥♦r♠❡ ✽✵✷✳✶✶
✶✳✶ ❘és❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝
▲❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❲✐❋✐ ❛ ✐♥❞✉❜✐t❛❜❧❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é ♥♦tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs✳ ▲✬❛❝❝ès à
■♥t❡r♥❡t ♥✬❡st ❞és♦r♠❛✐s ♣❧✉s rés❡r✈é ❛✉① ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ✜①❡s ❡t à q✉❡❧q✉❡s té❧é♣❤♦♥❡s ♣♦rt❛❜❧❡s ❛✉① ❛❜♦♥✲
♥❡♠❡♥ts ♣r♦❤✐❜✐t✐❢s✳ ❉és♦r♠❛✐s✱ ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣♦rt❛❜❧❡✱ ♦✉ ✉♥ ✐P❤♦♥❡ ♣❡✉t s❡ ❝♦♥♥❡❝t❡r à ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝ès
s❛♥s ✜❧ q✉✐ ❡st✱ ❧✉✐✱ ❝♦♥♥❡❝té ❡♥ ✜❧❛✐r❡ à ❧✬■♥t❡r♥❡t✳ ❈❡tt❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❡♥ ét♦✐❧❡✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝❡♥tr❡
❡st ♦❝❝✉♣é ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝ès✱ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❲▲❆◆✱ ♣♦✉r ❲✐r❡❧❡ss ▲♦❝❛❧ ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦✳
❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛♥t ❡♥❝♦r❡ ♠♦✐♥s ❞✬✐♥✲
❢r❛str✉❝t✉r❡✱ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t s♦✐t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝ès ✲ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ rés❡❛✉ ❛❞ ❤♦❝ ✲ s♦✐t ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ✜❧❛✐r❡
❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝ès à ■♥t❡r♥❡t ✲ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ rés❡❛✉ ♠❡s❤✳ ❈❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♥♦✉✈❡❧❧❡s✳ ❙♦✉✈❡♥t✱ ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦✉ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ❡t ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡s s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✷ ❡t ❞❡s ❱❆◆❊❚s✸✳
▲❡s rés❡❛✉① ♠❛✐❧❧és ✭♦✉ rés❡❛✉① ♠❡s❤✮ ✿ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐❞é❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
❝♦♥s✐st❡ à ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬❛❝❝ès ❛②❛♥t ✉♥ ❛❝❝ès ✜❧❛✐r❡ à ❧✬■♥t❡r♥❡t✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ❲▲❆◆✱
❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s❡ ❝♦♥♥❡❝t❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝ès ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬❛❝❝ès ❢♦r♠❡ ✉♥ rés❡❛✉ s❛♥s ✜❧ ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✳ ❈❡ rés❡❛✉ ❡st ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡
st❛t✐q✉❡✳ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ② s♦♥t ❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧✐té❡s✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ♠ê♠❡ s✉♣♣♦s❡r q✉✬♦♥ ② ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s
❛♥t❡♥♥❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ré❞✉✐t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ▲❡ ♣r♦❥❡t ❘♦♦❢◆❡t ✭❞❡ ❘♦♦❢ ✿ t♦✐t✮✱
✉♥ rés❡❛✉ ✉r❜❛✐♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡s s✉r ❧❡ t♦✐t ❞❡s ✐♠♠❡✉❜❧❡s ❬✸❪✱ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❝r❡t ❞❡ rés❡❛✉ ♠❛✐❧❧é✳
▲❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ ✿ ✉♥ rés❡❛✉ ❛❞ ❤♦❝ ❡st ✉♥ rés❡❛✉ s❛♥s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✱ ✐✳❡✳ s❛♥s ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝ès✳ ❖♥
② ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ s✐♠♣❧❡ s❛✉t✱ ❡t ♠✉❧t✐✲s❛✉ts✳
✕ ❉❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ s✐♠♣❧❡ s❛✉t✱ t♦✉t❡s ❧❡s st❛t✐♦♥s s♦♥t à ♣♦rté❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♠✲
♠✉♥✐q✉❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❈✬❡st ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ rés❡❛✉ ✐❞é❛❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥♥❡❝t❡r ❡♥s❡♠❜❧❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ré✉♥✐♦♥ s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝ès✳
✕ ❉❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ ♠✉❧t✐✲s❛✉ts✱ t♦✉t❡ st❛t✐♦♥ ❢❛✐t ♦✣❝❡ ❞❡ r❡❧❛✐s✱ ✐✳❡✳ ❞❡ r♦✉t❡✉r ✲ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡✉① st❛t✐♦♥s ❤♦rs ❞❡ ♣♦rté❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❣râ❝❡
à ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ st❛t✐♦♥s✲r❡❧❛✐s✱ ♣❛r s❛✉ts✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s st❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ ❛❝❝ès à
■♥t❡r♥❡t✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❛✉① ❛✉tr❡s ❞✬② ❛❝❝é❞❡r✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s st❛t✐♦♥s s♦♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ♠♦❜✐❧❡s✱ ❧❛
t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❝❤❛♥❣❡ ❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥❝❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡
❧❡s st❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ❝♦✉rt❡ ❞✉ré❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡s r❡✲r♦✉t❛❣❡s s♦♥t ❢réq✉❡♥ts✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬❛s♣❡❝t
♠✉❧t✐✲s❛✉ts s♦✉❧è✈❡ ❞✬❛✉tr❡s ❞✐✣❝✉❧tés q✉✐ s♦♥t ❧❡ ❝÷✉r ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
▲❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs s♦♥t ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣❡t✐ts éq✉✐♣❡♠❡♥ts s❛♥s ✜❧ ❝❧❛✐rs❡♠és ❞❛♥s ✉♥❡ ③♦♥❡
q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ét✉❞✐❡r✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ◗✉❡❡♥s❧❛♥❞ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❞❡ ❇r✐s❜❛♥❡ ét✉❞✐❡
✷❙❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s
✸❱❡❤✐❝✉❧❛r ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s
✸
✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ✽✵✷✳✶✶
❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡ ❧✬✉r❜❛♥✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢❛✉♥❡ ❞✉ ❇r✐s❜❛♥❡ ❋♦r❡st P❛r❦ ❬✶✸❪✳ ❉❡s ❝❛♣t❡✉rs ré♣❛rt✐s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦rêt
❡♥r❡❣✐str❡♥t ❧❡s ❝r✐s ❞❡s ♦✐s❡❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♦✉ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r
❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ♥✬♦♥t ♣❛s ❛ss❡③ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❝❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❝♦❧❧❡❝té❡s ✈✐❛ ✉♥ rés❡❛✉ ❲✐❋✐ ❡t tr❛✐té❡s ♣❛r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t❡✹✳
❉❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ♦♥t ✉♥❡ ❜❛tt❡r✐❡ ❡t ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ ❧✐♠✐té❡✱ ❝✬❡st ❧✬é♥❡r❣✐❡ q✉✐ ❡st ❧❡
❢❛❝t❡✉r ❧✐♠✐t❛♥t ❞❛♥s ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♣♦✉r ❝❡s rés❡❛✉①✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❡t✱ ♣♦✉r
❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ❞é❧❛✐ s♦♥t ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳
▲❡s ❱❆◆❊❚s s♦♥t ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s s✉r ✉♥ rés❡❛✉ r♦✉t✐❡r✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ✈♦✐t✉r❡s s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r♦✉t❛❣❡✳ ❈✬❡st ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té q✉✐ ❡st ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❛♥s
❝❡s rés❡❛✉①✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s rés❡❛✉① s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✿ ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ❛❧❧❛♥t ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ♣❡✉✈❡♥t
♣ré✈❡♥✐r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs r♦✉❧❛♥t ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s ❞✬✉♥ é✈é♥❡♠❡♥t q✉✐ ❧❡s ❛tt❡♥❞✱ ❛❝❝✐❞❡♥t ♦✉ r❛❧❡♥t✐ss❡✲
♠❡♥t ❜r✉t❛❧ ❀ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐str✐❜✉é❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ à ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♠♣r✉♥t❡r
❧❡s r♦✉t❡s ❧❡s ♠♦✐♥s ❡♠❜♦✉t❡✐❧❧é❡s✱ ❡t❝✳
▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛ss❡③ ❣é♥ér✐q✉❡ ✈✐s❛♥t à ré❞✉✐r❡ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ♣❛rt❛❣❡
❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ✽✵✷✳✶✶ ♠✉❧t✐✲s❛✉ts✳ ❖♥ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡r❛ ❞♦♥❝ ♣❧✉tôt à ❞❡s rés❡❛✉① ♦✉ ❧❛
❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s rés❡❛✉① ♠❡s❤ ❡t ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ ♠✉❧t✐✲s❛✉ts✳
✶✳✷ ❊❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦
▲❡ ♠❡❞✐✉♠ r❛❞✐♦ ❡st ♣❡✉ ✜❛❜❧❡✳ ❈❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠❛✉① ❞❡s ❝♦♥❝❡♣t❡✉rs
❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✽✵✷✳✶✶ s❛♥s ❛❜♦r❞❡r ❧❡s
♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s r❛❞✐♦✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① s❛♥s
✜❧ r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐st❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦✱ ♣✉✐s ❢♦♥❞❡♥t
❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣ré❝✐s s✉r ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✳ P♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ q✉❡ ❥✬❛✐ é❧❛❜♦ré✱
Pr♦✜t❡r♦❧❡✱ ❥✬❛✐ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ s❛❝r✐✜❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ P✉✐sq✉❡
❧❡s ♠♦❞è❧❡s r❛❞✐♦ s♦♥t ❞❡ t♦✉t❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣ré❝✐s✱ à q✉♦✐ ❜♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉✐
❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❡ ❞é❜✐t ❡①❛❝t ❛✉q✉❡❧ ✉♥❡ st❛t✐♦♥ ♣❡✉t é♠❡ttr❡ ❄ ❇✐❡♥ q✉❡ ❥❡ ♠❡ s♦✐s ♣❡✉ ✐♥tér❡ssé ❛✉① ♠♦❞è❧❡s
r❛❞✐♦ ♣❡♥❞❛♥t ♠❛ t❤ès❡✱ ✐❧ ♠❡ s❡♠❜❧❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ♣♦✉r
♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦✳
✶✳✷✳✶ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬♦❜st❛❝❧❡s✱ ❡t ♣♦✉r ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ♦♠♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
d ❡st ré♣❛rt✐❡ s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❞❡ r❛②♦♥ d✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧ s✬❛tté♥✉❡ ❞♦♥❝ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡✳
❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ Pt✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡ ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❋r✐✐s ✿
P ✭♦s✮r (d) = Pt.Gt.Gr.
(
λ
4πd
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♦ù Gt ❡t Gr s♦♥t ❧❡s ❣❛✐♥s ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s é♠❡ttr✐❝❡s ❡t ré❝❡♣tr✐❝❡s✱ Pt ❡t P osr
✺ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s
♣✉✐ss❛♥❝❡s é♠✐s❡ ❡t r❡ç✉❡✱ ❡t λ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧✱
✉♥ s✐❣♥❛❧ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✈❛ s❡ ré✢é❝❤✐r ❝♦♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♦❜st❛❝❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡s
❜ât✐♠❡♥ts✱ ♦✉ ❧❡ s♦❧✳ ❈❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✈❛ ♣❛r❝♦✉r✐r ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❡t ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ ❡st
❞♦♥❝ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s✐❣♥❛✉① ❞é♣❤❛sés✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✱ ❝❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s
♣❡✉✈❡♥t s❡ ❝✉♠✉❧❡r✱ ♦✉ s❡ ❞étr✉✐r❡✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❢❛❞✐♥❣✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❚✇♦ ❘❛②
●r♦✉♥❞✱ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ◆❙✲✷✳✸✸✱ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ s✉r ❧❡ s♦❧✳ ❆
✹P♦✉r ❧✬❛♥❡❝❞♦t❡✱ ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs s♦♥t éq✉✐♣és ❞❡ ♣❛♥♥❡❛✉① s♦❧❛✐r❡s q✉✐ ♣❛r❛✐t✲✐❧ s♦♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ♦❜str✉és ♣❛r ❞❡s r❡♣t✐❧❡s
q✉✐ ❛♣♣ré❝✐❡♥t ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r q✉✬✐❧s ❞é❣❛❣❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♦❜❧✐❣❡ ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs à ❢❛✐r❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡♥ t❡♠♣s ❞❡s ❡①♣é❞✐t✐♦♥s ❛ss❡③
❞és❛❣ré❛❜❧❡s✳
✺os ✿ ❖♣❡♥ ❙♣❛❝❡
✶✳✷✳ ❊❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦ ✺
❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❈❛rt❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛q✉❡t ❡♥✈♦②é ♣❛r ✉♥❡ st❛t✐♦♥ s✐t✉é❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝❡r❝❧❡✳
❆ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✿ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❡♥ t♦✉t
♣♦✐♥t✳ ❆ ❞r♦✐t❡✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ré❡❧❧❡✳
❢❛✐❜❧❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✉ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❢❛❞✐♥❣ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ❡t ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ s✉✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥
❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡✳ ❆✉✲❞❡❧à ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ s❡✉✐❧ dθ✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ s✉✐t ❧❛ ❧♦✐ ✿
P ✭✷r❣✮r (d) = Gt.Gr.
h2t .h
2
r
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♦ù ht ❡t hr s♦♥t ❧❡s ❤❛✉t❡✉rs r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ dθ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥
rés♦❧✈❛♥t P ✭♦s✮r (d) = P
✭✷r❣✮
r (d)✻✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
Pr(d) =
Pt
dα
♦ù α ❡st ❛♣♣❡❧é ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ✈❛✉t 2 ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡✱ ❡♥tr❡ 2 ❡t 5 ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✉r❜❛✐♥✱
❡t ✈❛r✐❡ ❞❡ 1.6 à 6 ❡♥ ✐♥tér✐❡✉r✳ ▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ét✉❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ ✉t✐❧✐s❡♥t ❝❡
t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡✳
P♦✉rt❛♥t✱ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s r❡st❡♥t très ✐♠♣ré❝✐s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡ ♥✬② ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à
❧✬é♠❡tt❡✉r✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❖r✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❢❛❝t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t ❛✛❡❝t❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱
t❡❧s q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦❜st❛❝❧❡s✱ ♦✉ ❞✬❤✉♠✐❞✐té✳ ❊t q✉❛♥❞ ♦♥ s❛✐t q✉✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡
st❛t✐♦♥s ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞❡s ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐♥✉t❡s ❛✈❡❝ ◆❙✲✷✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞✬❛✉tr❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ ❧✬❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r✱
♦✉ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦♠♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉①
❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s r❛❞✐♦s ❢♦♥❞és s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ é♠❡tt❡✉r ❡t ré❝❡♣t❡✉r s♦♥t
très é❧♦✐❣♥és ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té ❬✹✸✱ ✺✱ ✹❪✳ ▲❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❡♥tr❡ t❤é♦r✐❡ ❡t ré❛❧✐té ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳
✶✳✷✳✷ ❘é❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧
❆✜♥ ❞❡ r❡❝❡✈♦✐r ✉♥ s✐❣♥❛❧✱ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❞♦✐t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ✉t✐❧❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❛♠❜✐❛♥t ❡t ❞❡s ✐♥t❡r✲
❢ér❡♥❝❡s ❝❛✉sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s é♠❡tt❡✉rs✳ ❉✐t ❛✉tr❡♠❡♥t✱ s✐ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡
❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡st tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦❞é✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ s❡✉✐❧
❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐st✐♥❣✉é ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❙■◆❘
✭❙✐❣♥❛❧ t♦ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣❧✉s ◆♦✐s❡ ❘❛t✐♦✮✼✱ ❡①♣r✐♠é ❡♥ dB ✿
❙■◆❘ =
Pr
Pi + Pn
✭✶✳✶✮
✻2rg ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❚✇♦ ❘❛② ●r♦✉♥❞
✼♦✉ ❙◆❘ ✲ ❙✐❣♥❛❧ t♦ ◆♦✐s❡ ❘❛t✐♦ ✲ ❘❛♣♣♦rt ❙✐❣♥❛❧ s✉r ❇r✉✐t ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s
✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ✽✵✷✳✶✶
♦ù ✿
✕ Pr ❡st ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡✱
✕ Pi ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡s s✐❣♥❛✉① ✐♥t❡r❢ér❡♥ts✱
✕ Pn ❡st ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❜r✉✐t ❛♠❜✐❛♥t✱ ❣é♥éré ♣❛r ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ❧✬❛✐r✳
❙✐ ❧❡ ❙■◆❘ ❡st é❧❡✈é✱ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦❞é✱ ❡t ♣❧✉s ✐❧ ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ❡t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✬❡rr❡✉r ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r q✉✬✉♥ ❜✐t ❞❡ ❧❛ tr❛♠❡
s♦✐t ❝♦rr♦♠♣✉✱ ❛♣♣❡❧é ❇❊❘ ✭❇✐t ❊rr♦r ❘❛t❡✮ ❡st ❝♦rré❧é❡ ❛✉ ❙■◆❘ ♣❛r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
❇❊❘ = α.❙■◆❘−β
♦ù α ❡t β ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❝❛rt❡s s❛♥s ✜❧✽✳ ❉❛♥s ❧❛
♣❧✉♣❛rt ❞❡s s✐♠✉❧❛t❡✉rs ❞❡ rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧✱ ❝✬❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à s❡✉✐❧ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé ✿ s✐ ❧❡ ❙■◆❘ ❡st s✉♣ér✐❡✉r
à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧✱ t♦✉s ❧❡s ♣❛q✉❡ts s♦♥t r❡ç✉s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ❙✐♥♦♥✱ ❛✉❝✉♥ ♣❛q✉❡t ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡ç✉✳ ▲❛
✈❡rs✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞✉ s✐♠✉❧❛t❡✉r ◆❙✲✷✳✸✸ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡✱ ♠❛✐s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡✐✽✵✷✶✶♠r❬✷✹❪
♣❡r♠❡t ❞✬② ❛❞❥♦✐♥❞r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❜❛s❡ ❞❡ ❇❊❘✳
✶✳✷✳✸ ■♠♣ré❝✐s✐♦♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ s✉r ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✈♦✐❝✐ s✐① ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦ ✐❞❡♥t✐✜é❡s ♣❛r ❑♦t③ ❡t
❛❧✳ ❬✹✸❪ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t q✉✐ s♦♥t ❢❛✉ss❡s ❡♥ ré❛❧✐té ✿
✶✳ ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❡st ♣❧❛t✱
✷✳ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❡st ✐s♦tr♦♣❡ ✿ ♠ê♠❡ ❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s ♦♠♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♥✬é♠❡t✲
t❡♥t ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
t❤ès❡ ❞❡ ❈❧❛✉❞❡ ❈❤❛✉❞❡t ❬✶✻❪✮✱
✸✳ ❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s ♦♥t t♦✉t❡s ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦rté❡✱
✹✳ s✐ ❥❡ t✬❡♥t❡♥❞s✱ t✉ ♣❡✉① ♠✬❡♥t❡♥❞r❡✱
✺✳ s✐ ❥❡ t✬❡♥t❡♥❞s✱ ❛❧♦rs ❥❡ t✬❡♥t❡♥❞s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t✱
✻✳ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ é♠❡tt❡✉r ❡t ré❝❡♣t❡✉r✳
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ❞❡ ❣❛r❞❡r ❡♥ têt❡ ❝❡s ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥s ❝❛r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡
q✉✐ r❡♣♦s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✉r ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣♦✉rr❛ très ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r s✉r ❧❛
♣❧✉♣❛rt ❞❡s s✐♠✉❧❛t❡✉rs ❞❡ rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ ♠❛✐s ❝❡ss❡r❛ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r s✉r ✉♥❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ré❡❧❧❡✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✷✳✸✸ ❞✉ s✐♠✉❧❛t❡✉r ◆❙✲✷ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡
t❤ès❡✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♥❞✉❡ ❢❛✉ss❡✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐❡s✳
✶✳✸ ▲❛ ♥♦r♠❡ ✽✵✷✳✶✶
✶✳✸✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés s✉r ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶
▲❡ st❛♥❞❛r❞ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ ❬✷❪ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉① st❛♥❞❛r❞s ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
♣r♦♣♦sés ♣❛r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ■❊❊❊ ✭■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡rs✮✳ ▲❡✉rs st❛♥❞❛r❞s s♦♥t
❞✐✈✐sés ❡♥ ♣r♦❥❡ts✱ ❞♦♥t ❧❡ ♣r♦❥❡t ✽✵✷✱ ❞é❞✐é ❛✉① rés❡❛✉① ❧♦❝❛✉① ✭▲❆◆✱ ▲♦❝❛❧ ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦✮✱ ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡
❧❡ ♣❧✉s ❝é❧è❜r❡✳ ❈❤❛q✉❡ ♣r♦❥❡t ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞✐✈✐sé ❡♥ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ✿ à t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✸
❞é✜♥✐t ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❡t ▼❆❈ ❞❡s rés❡❛✉① à ❧✐❛✐s♦♥s ✜❧❛✐r❡s✱ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬❊t❤❡r♥❡t✳
▲❡ st❛♥❞❛r❞ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶✱ ❧✉✐✱ ❞é❝r✐t ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❜❛ss❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❖❙■ ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ ✿
✕ ▲❛ ❝♦✉❝❤❡ P❍❨ ✭♣❤②s✐q✉❡✮✱ ❝❤❛r❣é❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
✕ ▲❛ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈ ✭▼❡❞✐✉♠ ❆❝❝❡ss ❈♦♥tr♦❧✮✳
❊♥✜♥✱ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ st❛♥❞❛r❞ ✽✵✷✳✶✶✱ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s tr❛✈❛✐❧❧❡♥t s✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛❝❡tt❡s ❞❡ ❧❛
♥♦r♠❡✳ ❈❡✉①✲❝✐ s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜és ♣❛r ✉♥❡ ❧❡ttr❡ ❛♣♣♦sé❡ à ✽✵✷✳✶✶✳ ◗✉❡❧q✉❡s ✉♥s ❞❡ ❝❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s ♦♥t
♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❛♠❡♥❞❡♠❡♥ts à ❧❛ ♥♦r♠❡✱ t❡❧s q✉❡ ✽✵✷✳✶✶❛ ❡t ✽✵✷✳✶✶❜✱ q✉✐ s♣é❝✐✜❡♥t ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱
✽♣♦✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✱ ✈♦✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛rt❡ ■♥t❡rs✐❧ ❍❋❆✸✽✻✶❜ ❞❛♥s
❬✷✺❪✳
✶✳✸✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ✽✵✷✳✶✶ ✼
❙t❛♥❞❛r❞ ❆♥♥é❡ ❇❛♥❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❉é❜✐ts ♣❤②s✐q✉❡s ♠❛①✐♠✉♠ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥
Pr❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ✶✾✾✼ ✷✳✹✲✷✳✺ ●❍③ ✷ ▼❜✐t✴s ❉❙❙❙
✽✵✷✳✶✶❛ ✶✾✾✾ ✺✳✶✺✲✺✳✸✺ ✴ ✺✳✹✼✲✺✳✼✷✺ ✴
✺✳✼✷✺✲✺✳✽✼✺ ●❍③
✺✹ ▼❜✐t✴s ❖❋❉▼
✽✵✷✳✶✶❜ ✶✾✾✾ ✷✳✹✲✷✳✺ ●❍③ ✶✶ ▼❜✐t✴s ❍❘✲❉❙❙❙
✽✵✷✳✶✶❣ ✷✵✵✸ ✷✳✹✲✷✳✺ ●❍③ ✺✹ ▼❜✐t✴s ❖❋❉▼
✽✵✷✳✶✶♥ ✷✵✵✼ ✷✳✹ ●❍③ ♦✉ ✺ ●❍③ ✺✹✵ ▼❜✐t✴s ❖❋❉▼
❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞é❜✐ts ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛♠❡♥❞❡♠❡♥ts ❞❡ ✽✵✷✳✶✶
❧✬✉♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡s ✺ ●❤③ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞é❜✐ts ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬à ✺✹▼❜✴s✱ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡s ✷✳✹
●❍③✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞é❜✐ts ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬à ✶✶▼❜✴s✳ ❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛rt❡s s❛♥s ✜❧ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ❝♦✉❝❤❡
♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♠❡♥❞❡♠❡♥t ✽✵✷✳✶✶❣✱ q✉✐ ♣♦rt❡ à ✺✹▼❜✴s ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡s ✷✳✹ ●❍③✳
❊♥✜♥✱ ❞✬❛✉tr❡s ❛♠❡♥❞❡♠❡♥ts ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈✱ ❝♦♠♠❡ ✽✵✷✳✶✶❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ❧❛
q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✱ ♦✉ ✽✵✷✳✶✶✐ q✉✐ ❛♣♣♦rt❡ ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ❞❡ sé❝✉r✐té✳
✶✳✸✳✷ ❈♦✉❝❤❡ P❤②s✐q✉❡
▲❛ ❝♦✉❝❤❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡st ❝❤❛r❣é❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥❡ st❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳
❉❡♣✉✐s s❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❡♥ ✶✾✾✼✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ ❛ ♣r♦♣♦sé ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝♦✉❝❤❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱
✈❛r✐❛♥t ♣❛r ❧❡✉r ♣♦rté❡ ❡t ❧❡✉r ❞é❜✐t✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛♠❡♥❞❡♠❡♥ts q✉✐ ♦♥t ❛♣♣♦rté ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦✉❝❤❡s
♣❤②s✐q✉❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ❡♥ t❛❜❧❡ ✶✳✷✳
◆♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ♣❡✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ ❏❡ ♠❡ ❜♦r♥❡ ❞♦♥❝ à ❞♦♥♥❡r ❧❡s q✉❡❧q✉❡s
é❧é♠❡♥ts ❞♦♥t ✐❧ s❡r❛ q✉❡st✐♦♥ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ✿
✕ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❝❤❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶ ♦♥t ✉♥ s✉r❝♦ût ❛ss❡③ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥❡ tr❛♠❡
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥✲têt❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡t ✉♥ ♣ré❛♠❜✉❧❡ P▲❈P ✭P❤②s✐❝❛❧ ▲❛②❡r ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ Pr♦❝❡❞✉r❡✮✳
❈❡ ♣ré❛♠❜✉❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡r é♠❡tt❡✉r ❡t ré❝❡♣t❡✉r✳
✕ ❈❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é♠❡ttr❡ à ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ ❞é❜✐ts ♣❤②s✐q✉❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r
✽✵✷✳✶✶❜✱ ❧❡s ❞é❜✐ts ✶✱ ✷✱ ✺✳✺ ❡t ✶✶ ▼❜♣s✮✳ ❊♥ é♠❡tt❛♥t à ✉♥ ❞é❜✐t ❢❛✐❜❧❡✱ ♦♥ ré❞✉✐t ❧❡s r✐sq✉❡s ❞❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ ❡t ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳
✕ ▲❛ ♥♦r♠❡ ✽✵✷✳✶✶ st✐♣✉❧❡ q✉❡ ❧❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡♥✈♦②és ❛✉①
❞é❜✐ts ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ ❜❛s❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❞é❜✐ts ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥❡
❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦r♠❡s ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥♥❡s✳ ▲❡s ❞é❜✐ts ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ✽✵✷✳✶✶❜✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
s♦♥t ❞❡ ✶ ❡t ✷ ▼❜♣s✳ ▲❡s ♣❛q✉❡ts ❡♥✈♦②és ❡♥ ❜r♦❛❞❝❛st s♦♥t ❡✉① ❛✉ss✐ s♦✉♠✐s à ❝❡tt❡ rè❣❧❡✳ ❈❡tt❡
✈❛r✐été ❞❡ ❞é❜✐ts ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❣r❛② ③♦♥❡ ✿ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❧❡s
♣❛q✉❡ts ❡♥✈♦②és ❡♥ ❜r♦❛❞❝❛st s♦♥t ❡♥✈♦②és à ✉♥ ❞é❜✐t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ ✐❧s ♦♥t ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣♦rté❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❆❖❉❱✱ ❝❤❛q✉❡ st❛t✐♦♥ ♠❛✐♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣❛q✉❡ts ❍❡❧❧♦✱ ❡♥✈♦②és ❡♥ ❜r♦❛❞❝❛st✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡s st❛t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❤♦rs ❞❡ ♣♦rté❡ ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❧✐st❡s ❞❡ ✈♦✐s✐♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❛❜♦✉t✐t à ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞❡
r♦✉t❛❣❡✳
✶✳✸✳✸ ▲❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s rés❡❛✉ ❞❡ ✽✵✷✳✶✶
❉❡✉① ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ st❛♥❞❛r❞ ✽✵✷✳✶✶ ✿
✕ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛❞ ❤♦❝ ♣❡r♠❡t à t♦✉t❡s ❧❡s st❛t✐♦♥s à ♣♦rté❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❡♥tr❡
❡❧❧❡s✳ ❯♥ t❡❧ rés❡❛✉ ❡st ❛✉t♦♥♦♠❡ ❡t ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ❞é♥♦♠♠é✱ ❞❛♥s
❧❡ ❥❛r❣♦♥ ✽✵✷✳✶✶✱ ■❇❙❙ ♣♦✉r ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❇❛s✐❝ ❙❡r✈✐❝❡ ❙❡t✳
✕ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬❛❝❝ès✳ ▲❡s st❛t✐♦♥s
❞✉ rés❡❛✉ ♥❡ s♦♥t ❛✉t♦r✐sé❡s à ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r q✉✬❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝ès ❛✉q✉❡❧ ❡❧❧❡s s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s✳
▲❡s ♣♦✐♥ts ❞✬❛❝❝ès s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s r♦✉t❡✉rs éq✉✐♣és ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❲✐❋✐ ❡t ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❊t❤❡r♥❡t✱ ❡t s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés s✉r ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ à ❧✬■♥t❡r♥❡t✳ ▲❡ rés❡❛✉ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t
❞✬❛❝❝ès ❡t ❞❡s ♠♦❜✐❧❡s s❡ tr♦✉✈❛♥t s♦✉s s❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ❇❙❙ ♣♦✉r ❇❛s✐❝ ❙❡r✈✐❝❡ ❙❡t✳
▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❇❙❙s ❡t ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ rés❡❛✉
ét❡♥❞✉✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞✬❊❙❙ ✭❊①t❡♥❞❡❞ ❙❡r✈✐❝❡ ❙❡t✮✳
✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ✽✵✷✳✶✶
✶✳✹ ❈♦✉❝❤❡ ▼❆❈ ✫ ♠♦❞❡ ❉❈❋
✶✳✹✳✶ ❉❈❋
▲❛ ❝♦✉❝❤❡ ❧✐❛✐s♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❖❙■✱ s✐t✉é❡ ❡♥tr❡ ❝♦✉❝❤❡ ♣❤②s✐q✉❡
✭❝♦✉❝❤❡ ✶✮ ❡t ❝♦✉❝❤❡ rés❡❛✉ ✭❝♦✉❝❤❡ ✸✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡s✱ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈ ✭▼❡❞✐✉♠
❆❝❝❡ss ❈♦♥tr♦❧✮✱ ❞♦♥t ❧❡ rô❧❡ ❡st ❞✬❛r❜✐tr❡r ❧✬❛❝❝ès ❛✉ ♠❡❞✐✉♠ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥t✐tés✱ ❡t ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ▲▲❈
✭▲♦❣✐❝❛❧ ▲✐♥❦ ❈♦♥tr♦❧✮✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ✜❛❜✐❧✐s❡r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❝♦♥✲
trô❧❡ ❞✬❡rr❡✉r ❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ✢✉①✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ✽✵✷✳✶✶ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ▼❆❈ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✷ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❖❙■✳ ❈✬❡st ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈ q✉❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❧❡ ❝÷✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❞❛♥s
❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ✽✵✷✳✶✶✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ à ❝❡tt❡ ❝♦✉❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s
✐♥tér❡ss❡r✳
■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈ ❞❡ ✽✵✷✳✶✶✱ ❛♣♣❡❧és ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳ ❆ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ✐❧ ❡♥ ❡①✐st❡ tr♦✐s ✿
✕ ▲❡ ♠♦❞❡ ❉❈❋ ✭❉✐str✐❜✉t❡❞ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥✮ ❡st ❧❡ ♠♦❞❡ st❛♥❞❛r❞ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ ❛❝t✉❡❧s✳ ❆✈❛♥t ❞✬é♠❡ttr❡✱ ❧❡s st❛t✐♦♥s ✈ér✐✜❡♥t q✉❡ ❧❡ ♠❡❞✐✉♠ ❡st ❧✐❜r❡ ❡t✱ ♣♦✉r
é✈✐t❡r ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ❛tt❡♥❞❡♥t ✉♥ t❡♠♣s ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛♣♣❡❧é ❜❛❝❦✲♦✛✳
✕ ▲❡ ♠♦❞❡ P❈❋ ✭P♦✐♥t ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥✮ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠é❞✐✉♠ s❛♥s ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳
▲❛ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❡st ❛ss✉ré❡ ♣❛r ✉♥ ❛r❜✐tr❡ ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝ès✮✳
✕ ▲❡ ♠♦❞❡ ❍❈❋ ✭❍②❜r✐❞ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥✮ ❡st ✉♥❡ ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ♣❧✉s ré❝❡♥t❡✱ ✉✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ✽✵✷✳✶✶❡
❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧✳
DCF ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡ ❡st
❞✐str✐❜✉é❡ ❡♥tr❡ t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s ❞✉ rés❡❛✉✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ PCF ✱ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ❛✉① rés❡❛✉① ❛✈❡❝ ♣♦✐♥ts
❞✬❛❝❝ès✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛rt❡s s❛♥s ✜❧ ❡t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬❛❝❝ès ❞✉ ♠❛r❝❤é ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t s♦✉s
DCF ✳ ❈✬❡st à ❝❡ ♠♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳
✶✳✹✳✷ ❯♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❙▼❆✴❈❆
▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ ❡st ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❞✉ ♠❡❞✐✉♠✳
❆❧♦rs q✉✬✉♥ ✜❧ ❞❡ ❝✉✐✈r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❞✐é à ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥s r❛❞✐♦ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s éq✉✐♣❡♠❡♥ts ❡t ❜r♦✉✐❧❧❡r ❧❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
✽✵✷✳✶✶✱ ❝❡s ❜❛♥❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ s♦♥t ❧❡s ❜❛♥❞❡s ■❙▼✾✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s é♠❡tt❡♥t ❧❡s ❢♦✉rs à ♠✐❝r♦✲♦♥❞❡s✳
❊♥ ♣❧✉s ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❛r❡✐❧s✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❧✐❡♥ r❛❞✐♦ ❡st ✐♠♣ré✈✐s✐❜❧❡✱ ❛✉t❛♥t
à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ✭♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ♦❜st❛❝❧❡✱ ❛✉t♦✲✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞❡str✉❝tr✐❝❡s✮✱ q✉❡ s✉r ❞❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡s ♣ér✐♦❞❡s
✭✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✬❤✉♠✐❞✐té ❞❡ ❧✬❛✐r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳
▲❛ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈ ❞❡ ✽✵✷✳✶✶ ❡♥ ♠♦❞❡ ❉❈❋ ❡st ❝❛❧q✉é❡ s✉r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✽✵✷✳✸ ♣♦✉r ❧❡s
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✜❧❛✐r❡s ✭✐✳❡✳ ❊t❤❡r♥❡t✮ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❙▼❆✳ ❈❡t ❛❝r♦♥②♠❡
s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥❡ st❛t✐♦♥ ❞♦✐t é❝♦✉t❡r s✉r ❧❡ ♠❡❞✐✉♠ ❡t s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❧✐❜r❡ ❛✈❛♥t ❞✬é♠❡ttr❡ ❛✜♥
❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✽✵✷✳✶✶ ❉❈❋ ❞✐✛èr❡ s✉r ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✿ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❈❙▼❆✴❈❆ à ❧❛
♣❧❛❝❡ ❞❡ ❈❙▼❆✴❈❉✱ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❝q✉✐tt❡♠❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s✳ ❈❡t ❛s♣❡❝t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈ ❡st ❡♥ ❣r❛♥❞❡
♣❛rt✐❡ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛❝❝ès ❛✉ ♠❡❞✐✉♠✳
❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ s❛♥s ✜❧✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ♣❛r❢♦✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ é♠❡tt❡✉r ❞❡ ❞ét❡❝t❡r q✉✬✉♥❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛ ❡✉ ❧✐❡✉ ♦✉ ✈❛ ❛✈♦✐r ❧✐❡✉✳ P♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ✜❧❛✐r❡s✱ ❧✬é❝♦✉t❡ ❞✉ ♠❡❞✐✉♠ ❣❛r❛♥t✐t q✉❡ ❧❡ ♠❡❞✐✉♠
❡st ❧✐❜r❡✱ ❞✉ ♠♦✐♥s à ❧✬✐♥st❛♥t ❞❡ ❧✬é❝♦✉t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s r❛❞✐♦✱ s❡✉❧ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r✱ ❡♥
♠❡s✉r❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ à ❜r✉✐t✱ ♣♦✉rr❛✐t ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❡ ♣❛ss❡r❛ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳
P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉t s❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❛tté♥✉é❡
❡♥tr❡ é♠❡tt❡✉r ❡t ré❝❡♣t❡✉r✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥ s✐❣♥❛❧ q✉✐✱ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r✱ ❛ ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♥é❣❧✐❣❡✲
❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s✐❣♥❛❧ é♠✐s ♣♦✉rr❛✱ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✱ ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡
❛✈❡❝ ❧❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧✬é♠❡tt❡✉r ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t s❛✈♦✐r s✐ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❡ ♣❛ss❡r❛
❜✐❡♥ ♣❛r ❧❛ s✐♠♣❧❡ é❝♦✉t❡ ❞✉ ♠❡❞✐✉♠✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✉r❛♥t ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡st ❛ss♦✉r❞✐
✾■❙▼ ✿ ■♥❞✉str✐❛❧✱ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ✫ ▼❡❞✐❝❛❧
✶✳✹✳ ❈♦✉❝❤❡ ▼❆❈ ✫ ♠♦❞❡ ❉❈❋ ✾
❉■❋❙ 50µs
❙■❋❙ 10µs
❊■❋❙ 364µs❛
❞✉ré❡ ❞✬✉♥ s❧♦t 20µs
❝✇♠✐♥ ✸✶
❝✇♠❛① ✶✵✷✸
❛❈❛❧❝✉❧ ❡✛❡❝t✉é s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ ❛❝q✉✐tt❡♠❡♥t ❡♥✈♦②é à ✶▼❜♣s ❡t ✉♥ ❡♥✲têt❡ ❧♦♥❣ ✭✐✳❡✳ ❉❙❙❙✮✳
❋✐❣✳ ✶✳✸ ✕ ❚❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s ✽✵✷✳✶✶❜ ✭s♦✉r❝❡ ✿ ❬✸✶❪✮
♣❛r s❡s ♣r♦♣r❡s é♠✐ss✐♦♥s ❡t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞ét❡❝t❡r ✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t q✉✬❡❧❧❡ ❛ ❧✐❡✉✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❧✉tôt q✉❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❈❙▼❆✴❈❉ ❞✬❊t❤❡r♥❡t ✲ ❈♦❧❧✐s✐♦♥ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✲ ♦ù ✉♥❡ é♠✐ss✐♦♥ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t
❛✈♦rté❡ q✉❛♥❞ ✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❡st ❞ét❡❝té❡✱ ✽✵✷✳✶✶ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❈❙▼❆✴❈❆ ✲ ❈♦❧❧✐s✐♦♥ ❆✈♦✐❞❛♥❝❡✱
q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❛❥♦✉t❡r ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❛❧é❛t♦✐r❡s ❛✈❛♥t ❝❤❛q✉❡ é♠✐ss✐♦♥ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ ❡t à ❛✉❣♠❡♥t❡r ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ s✐ ❞❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥st❛té❡s✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❊t❤❡r♥❡t ❡t ✽✵✷✳✶✶ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬✐♠♣ré✈✐s✐❜✐❧✐té ❞✉ ♠❡❞✐✉♠ ❡t ❞❡ ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✿ ✽✵✷✳✶✶ ♣ré✈♦✐t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❛❝q✉✐tt❡♠❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ st❛t✐♦♥
ré❝❡♣tr✐❝❡ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ❛❝q✉✐tt❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ré✉ss✐❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❞✐❢✲
❢ér❡♥❝❡s ♦♥t ✉♥ ❢♦rt ✐♠♣❛❝t ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞é❜✐t✳
❋♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ DCF
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ DCF ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❛✈❛♥t ❞✬❡♥✈♦②❡r ✉♥❡ tr❛♠❡✱ ✉♥❡ st❛t✐♦♥ ❞♦✐t ❛tt❡♥❞r❡ ✉♥
t❡♠♣s ✜①❡✱ ❛♣♣❡❧é ❉■❋❙✱ ♣✉✐s ✉♥ t❡♠♣s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❛♣♣❡❧é ❜❛❝❦✲♦✛✳ ❙✐ ❧❡ ♠❡❞✐✉♠ ❡st r❡sté ❧✐❜r❡
♣❡♥❞❛♥t ❝❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡✱ ❧❛ st❛t✐♦♥ ♣❡✉t é♠❡ttr❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
q✉❡ ❞❡✉① st❛t✐♦♥s é♠❡tt❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ s✐ ❧❛ tr❛♠❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ✉♥❡ tr❛♠❡ ❜r♦❛❞❝❛st✱ ❧❡
ré❝❡♣t❡✉r ❞❡ ❧❛ tr❛♠❡ ré♣♦♥❞ ♣❛r ✉♥ ❛❝q✉✐tt❡♠❡♥t✱ ❡♥✈♦②é ❛♣rès ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt✱ ❛♣♣❡❧é
❙■❋❙✱ ❡t ❝❡❝✐ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♠❡❞✐✉♠✳
❚❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ✜①❡s✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ✽✵✷✳✶✶ ♣ré✈♦✐t q✉❛tr❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ✜①❡s✱ ❞♦♥t s❡✉❧s tr♦✐s s♦♥t
✉t✐❧✐sés ♣❛r ❉❈❋ ✿
✕ ❙■❋❙ ✭❙❤♦rt ■♥t❡r✲❋r❛♠❡ ❙♣❛❝❡✮✱ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ❛❝q✉✐tt❡♠❡♥ts✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ét❛♥t ♣❧✉s ❝♦✉rt q✉❡ ❉■❋❙✱
❧❡s ❛❝q✉✐tt❡♠❡♥ts ♦♥t ♣r✐♦r✐té s✉r ❧❡s tr❛♠❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
✕ ❉■❋❙ ✭❉❈❋ ■♥t❡r ❋r❛♠❡ ❙♣❛❝❡✮ ✿ s❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ✜①é❡ ♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡ à ❉■❋❙ = ❙■❋❙+ 2 s❧♦ts✱ ❧❡ s❧♦t
ét❛♥t ❧✬✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳
✕ ❊■❋❙ ✭❊①t❡♥❞❡❞ ■♥t❡r✲❋r❛♠❡ ❙♣❛❝❡✮✱ ✉t✐❧✐sé ❡♥ ❝❛s ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❈❡ t❡♠♣s ❡st ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r
♣❡r♠❡ttr❡✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉tr❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛✐ss❡r ❛✉ ré❝❡♣t❡✉r ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♣❡rt✉r❜❛tr✐❝❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❡♥✈♦②❡r ✉♥ ❛❝q✉✐tt❡♠❡♥t✳ ❙❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ✜①é❡
♣❛r ❧❛ ♥♦r♠❡ à ❊■❋❙ = SIFS +DIFS + t❆❈❑✳
✕ P■❋❙ ✭P❈❋ ■♥t❡r✲❋r❛♠❡ ❙♣❛❝❡✮✱ q✉✐ ♥✬❡st ✉t✐❧✐sé q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞❡ PCF ✳
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ❝❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ♣♦✉r ✽✵✷✳✶✶❜ s♦♥t rés✉♠é❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✶✳✸✳
❚❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❈♦♠♠❡ t♦✉t é♠❡tt❡✉r ❞♦✐t ❛tt❡♥❞r❡ q✉❡ ❧❡ ♠❡❞✐✉♠ s♦✐t ❧✐❜r❡ ❛✈❛♥t ❞✬é♠❡t✲
tr❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❛❧é❛t♦✐r❡s ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ r✐sq✉❡ q✉❡ ❞❡✉① st❛t✐♦♥s
♥✬é♠❡tt❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❤❛q✉❡ st❛t✐♦♥ é♠❡ttr✐❝❡ t✐r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ b✱ ❛♣✲
♣❡❧é ❜❛❝❦✲♦✛✱ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0..CW ]✳ ❚❛♥t q✉❡ ❧❡ ♠❡❞✐✉♠ ❡st ❧✐❜r❡✱ ❡❧❧❡ ❛tt❡♥❞ ❡♥ ❞é❝ré♠❡♥t❛♥t ❝❡tt❡
✈❛❧❡✉r ❞❡ ✶ à ❝❤❛q✉❡ s❧♦t✳ ❙✐ ❧❡ ♠❡❞✐✉♠ ❡st r❡sté ❧✐❜r❡ ♣❡♥❞❛♥t b s❧♦ts ✭✐✳❡✳ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❜❛❝❦✲♦✛ ❛tt❡✐♥t 0✮✱
❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ❡t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❜❛❝❦✲♦✛ s❡r❛ t✐ré à ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ é♠✐ss✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
❧❡ ♠❡❞✐✉♠ ❞❡✈✐❡♥t ♦❝❝✉♣é ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛tt❡♥t❡ ✭✉♥❡ ❛✉tr❡ st❛t✐♦♥ ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é à é♠❡ttr❡✮✱ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❝❡ss❡ ❞❡
❞é❝ré♠❡♥t❡r s♦♥ ❜❛❝❦✲♦✛✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ♠❡❞✐✉♠ s❡ ❧✐❜èr❡r❛ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❡❧❧❡ ❛tt❡♥❞r❛ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❉■❋❙✱ ♣✉✐s
✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ✽✵✷✳✶✶
❋✐❣✳ ✶✳✹ ✕ ❙t❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s ✿ ❧❛ st❛t✐♦♥ A s♦✉❤❛✐t❡ é♠❡ttr❡ ✈❡rs B✳ ❯♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ st❛t✐♦♥ C ❡st s✐t✉é❡
à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ t❡❧❧❡ q✉❡ s❡s é♠✐ss✐♦♥s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡❝té❡s ♣❛r A ♣❛r ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❈❙▼❆✱ ♠❛✐s
s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ♣r♦✈♦q✉❡r ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥ B✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡✱ C é♠❡t ✈❡rs B✱ ❝❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t
q✉✬✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✉r❛ ❧✐❡✉ s✐ A ❡t C é♠❡tt❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♠❛✐s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❡♥
❝❤♦✐s✐ss❛♥t ♣♦✉r C ✉♥ ❛✉tr❡ ré❝❡♣t❡✉r q✉❡ B ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝❛s ❞❡s st❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s ❛s②♠étr✐q✉❡s✮✳
❆✐♥s✐✱ A ❡t C s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬é♠❡ttr❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s✬❡♥t❡♥❞r❡✱ ❡t ✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥
s❡ ♣r♦❞✉✐t ❡♥ B✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ C ❡st ✉♥❡ st❛t✐♦♥ ❝❛❝❤é❡ ❞❡ A✳
r❡♣r❡♥❞r❛ ❧❛ ❞é❝ré♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❜❛❝❦✲♦✛ ❧à ♦ù ❡❧❧❡ ❧✬❛✈❛✐t ❛rrêté❡✳ ❈♦♠♠❡ s♦♥ ❜❛❝❦✲♦✛ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ s✐❧❡♥❝❡ ❡st st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡ ❜❛❝❦✲♦✛ ❞✬✉♥❡ st❛t✐♦♥ q✉✐ ✈✐❡♥t ❞✬é♠❡ttr❡✱
❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛ ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s ❞✬❛❝❝é❞❡r ❛✉ ♠é❞✐✉♠✳
▲✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0..CW ]✱ ❛♣♣❡❧é ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✱ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠❡♥é à ✈❛r✐❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐✲
❜✐❧✐té ❞✉ ♠❡❞✐✉♠✳ ❙✐ ❛♣rès ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ✉♥❡ st❛t✐♦♥ ♥❡ r❡ç♦✐t ♣❛s ❞✬❛❝q✉✐tt❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✉♥❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛ ❡✉ ❧✐❡✉✱ ❡t t❡♥t❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦✐s ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❡♥ ❞♦✉❜❧❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥✲
t❡♥t✐♦♥✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡rr❡✉r ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❡st ❞♦✉❜❧é❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❛
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ré✉ss✐ss❡ ♦✉ q✉✬❡❧❧❡ ❛tt❡✐❣♥❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ ✹ à ✼ é❝❤❡❝s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s s❡❧♦♥ ❧❡s
✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❡st r❡♠✐s❡ à s❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ CWmin✳
❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞✱ q✉❛♥❞ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❛tt❡✐♥t CWmax✱ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡st ❛❜❛♥❞♦♥♥é❡✱
❡t ❧❡ ❧✐❡♥ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❞é❢❡❝t✉❡✉①✳ ❈❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧é
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❜❛❝❦♦✛✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ q✉❛♥❞ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s st❛t✐♦♥s t❡♥t❡♥t
❞✬é♠❡ttr❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳
❙❡✉✐❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡
▲❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡ ✭❈❛rr✐❡r ❙❡♥s❡ ❚❤r❡s❤♦❧❞✮✱ ❡①♣r✐♠é ❡♥ ❞❇✱ ❡st ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ♦✉
❞❡ s✐❣♥❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❛✉✲❞❡❧à ❞✉q✉❡❧ ✉♥❡ st❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ ♠❡❞✐✉♠ ❡st ♦❝❝✉♣é✱ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝
s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❞✬é♠❡ttr❡✳ ■❧ ❡st ❝❤♦✐s✐ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❝❛rt❡s s❛♥s ✜❧ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ ♠❡❞✐✉♠✳ ❙✬✐❧ ❡st ❝❤♦✐s✐ tr♦♣ é❧❡✈é✱ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡ ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❛s q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✉r❛
♣❛s ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✉tr❡ s✐❣♥❛❧ ✭❝❛s ❞❡s st❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s ✲ ✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✹✮✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ s✬✐❧ ❡st tr♦♣
❜❛s✱ ♦♥ ré❞✉✐t ❧❛ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉ ♠❡❞✐✉♠ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ✐♥t❡r❞✐t ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t
❛✈♦✐r ❧✐❡✉ ✭st❛t✐♦♥ ❡①♣♦sé❡ ✲ ✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✺✮✳
▲❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡ ♣♦rt❡ à ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✿ ♦♥ tr♦✉✈❡
❛✉ss✐ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t s♦♥t ♠♦❞é❧✐sés ❧❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ ❞❛♥s
❧❡s s✐♠✉❧❛t❡✉rs✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❢réq✉❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡♥tr❡ s❡✉✐❧ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡t s❡✉✐❧ ❞❡
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡✳ ❉❛♥s ◆❙✲✷✳✸✶✱ ✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉ s✐ ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ré✉♥✐❡s ✶✮ ❧❛ st❛t✐♦♥
✐♥t❡r❢ér❡♥t❡ ❡st ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ✷✮ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧
✉t✐❧❡ ❡t ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✐♥t❡r❢ér❡♥t ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✮ ❛
♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t été ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ♣♦✉r é♣❛r❣♥❡r ❛✉ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❙■◆❘ ✐♥✉t✐❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❡❧❧❡
✐♠♣❧✐q✉❡ s♦✉✈❡♥t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❧❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ ❞✐r❛
q✉❡ ❞❡✉① st❛t✐♦♥s s✬❡♥t❡♥❞❡♥t✱ ♦✉ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t à ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡ s✐ ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞❡
❧✬✉♥❡ ❞é♣❛ss❡♥t ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳
▲❡ st❛♥❞❛r❞ ■❊❊❊ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞❡ r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ r❛♣♣♦rt ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥tr❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
❞❡ ♣♦rt❡✉s❡ ❡t s❡✉✐❧ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❉❙❙❙✱ ❧❡s s❡✉❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s
❧❡ st❛♥❞❛r❞ s♦♥t ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r✱ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à ✶✪ ♣♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ à ✲✽✵❞❇♠ ❡t ✉♥ ❈❧❡❛r
❈❤❛♥♥❡❧ ❆ss❡ss♠❡♥t✶✵ ✐♥❢ér✐❡✉r à ✲✽✵❞❇♠✳ ▲❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs s♦♥t ❞♦♥❝ ❛ss❡③ ❧✐❜r❡s q✉❛♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✉
✶✵❈❧❡❛r ❈❤❛♥♥❡❧ ❆ss❡ss♠❡♥t ✭❈❈❆✮ ✿ ♥♦♠ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡♥✈♦②é ♣❛r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♣❤②s✐q✉❡ à ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈ s✐ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡st ❧✐❜r❡
✶✳✹✳ ❈♦✉❝❤❡ ▼❆❈ ✫ ♠♦❞❡ ❉❈❋ ✶✶
❋✐❣✳ ✶✳✺ ✕ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❡①♣♦sé❡ ❡st ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ✐♥✈❡rs❡✳ ❉❡✉① st❛t✐♦♥s B ❡t C s✬❡♥t❡♥❞❡♥t
❡t ♦♥t ❧❡✉rs ré❝❡♣t❡✉rs r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❛♥s ❞❡✉① ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦♣♣♦sé❡s✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ s✐ B ❡t C é♠❡tt❛✐❡♥t
s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s❡ ❞ér♦✉❧❡r❛✐❡♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ ✭PB✮ s✉r
❜r✉✐t ✭PC✮ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r A ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳
s❡✉✐❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡ ♣♦✉r ✉♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧✳ ❈✬❡st ✉♥ ❝❤♦✐① ❝♦♠♣❧❡①❡✱ q✉✐ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳
❙❡❧♦♥ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❬✼✹❪✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ✐❞é❛❧ ❡♥tr❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡ ❡st ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 2.5 ❡t 3.5✳ ❈❡ r❛♣♣♦rt ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ tr♦✐s t❡♠♣s✳ ❉❛♥s ✉♥
♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ st❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✶✶ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❞❡✉① st❛t✐♦♥s
q✉❡❧❝♦♥q✉❡s s♦✐❡♥t ❞✐st❛♥t❡s ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡✱ ❞❡♥s✐té q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥
♣❧❛ç❛♥t ❧❡s st❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ♣❛✈❛❣❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞✉ ♣❧❛♥✳ ❈❡s st❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❡t ♣❡✉✈❡♥t t♦✉t❡s é♠❡ttr❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❉❛♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡♠♣s✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡
❧❡ ❙■◆❘ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✱ ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ✉♥❡ st❛t✐♦♥ ré❝❡♣tr✐❝❡ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❞é❜✐t ♠❛①✐♠❛❧ ♣❛r ❧✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❛✈❡❝ ✉♥ t❡❧ ❙■◆❘✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
❛❧♦rs ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❞é❜✐t ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❡t ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✐❞é❛❧❡ ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡
❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ α ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦ ✭❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡♥ d−α✮✳ P♦✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡ ✭α = 2✮✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ✐❞é❛❧ ❡st ❛✉t♦✉r ❞❡ 2.5✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r α = 4✱ ✐❧ ❡st ❞❡ 3.5✳
■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❞é❜✐t ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé✱
s✐ ❧✬♦♥ ❛❞♠❡t q✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té t❤é♦r✐q✉❡ ♣ré✈✉❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙❤❛♥♥♦♥✳
❆✐♥s✐✱ ❝❡ r❛♣♣♦rt ❡st ❛✉t❛♥t ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ✽✵✷✳✶✶❜ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♣❧✉s ❛❝t✉❡❧❧❡s✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♣❧✉s ré❝❡♥t❡ ❬✼✺❪ ❝♦♥✜r♠❡ ✉♥ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ 2.5 ❡t 3✱ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❛
❛❜♦✉t✐ à ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✭ré❡❧✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐✮ ♦ù ❧❡s st❛t✐♦♥s ❛❥✉st❡♥t ❧❡✉r s❡✉✐❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❞✐str✐❜✉é❡✳
▲❡s ét✉❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ s✉r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡ ♥❡ ♠❛♥q✉❡♥t ♣❛s✳ ▲❡s ét✉❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱ ❡❧❧❡s✱ s♦♥t r❛r❡s✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❉♦♠✐♥✐q✉❡
❉❤♦✉t❛✉t ❡t ❛❧✳ ❬✷✼❪ s✉r ❞❡s ❝❛rt❡s ✽✵✷✳✶✶❜ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ✏❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉①
❢♦✐s ♣❧✉s ❧❛r❣❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✑✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝❡ q✉✐
❡st ❛♣♣❡❧é ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡
♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❜✐t ❞❡ ✷▼❜♣s✱ ❞♦♥❝ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ à
✶✶▼❜♣s✳
❈❡ r❛♣♣♦rt ✈❛ ♥♦✉s êtr❡ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s st❛t✐♦♥s
s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬êtr❡ à ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡✳
❘❚❙✴❈❚❙
▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ st❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s ❡t ❞❡ st❛t✐♦♥s ❡①♣♦sé❡s s♦♥t ❞✉❡s ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝✬❡st ❧✬é♠❡tt❡✉r q✉✐
é❝♦✉t❡ ❧❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝✬❡st ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❞♦✐t êtr❡ ❧✐❜r❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r q✉✬✉♥❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥ s✬② ♣r♦❞✉✐s❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✱ ✉♥ é❝❤❛♥❣❡
❞❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ ♣ré✈♦✐t ✉♥ t❡❧ ♠é❝❛♥✐s♠❡✱ ❛♣♣❡❧é ❘❚❙✴❈❚❙✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞✉ ❝♦ût ❞❡ ❝❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♥❡ ❞♦✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ❣r❛♥❞❡
t❛✐❧❧❡✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❛✈❛♥t ❞✬é♠❡ttr❡✱ ✉♥❡ st❛t✐♦♥ é♠❡t ✉♥ ❘❚❙ ✭❘❡q✉❡st ❚♦ ❙❡♥❞✮✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
✶✶◆♦t❡③ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❢❛✉ss❡s ❡♥ ré❛❧✐té ❝✐té❡s ♣❧✉s tôt✱ ❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦♥❞❡
❡st ♣❧❛t
✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ✽✵✷✳✶✶
❡❧❧❡ s♣é❝✐✜❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ▲❡ ❞❡st✐♥❛t❛✐r❡ ré♣♦♥❞ ♣❛r ✉♥ ❈❚❙ ✭❈❧❡❛r ❚♦ ❙❡♥❞✮ s✐ ❧❡ ❝❛♥❛❧
❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ ❞❡ s♦♥ ❝ôté✳ ▲❡s st❛t✐♦♥s q✉✐ ❡♥t❡♥❞❡♥t ❧❡ ❈❚❙ ♦✉ ❧❡ ❘❚❙✱ ♦✉ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❧❡ ❞é❝♦❞❡r✱ s♦♥t ❛✐♥s✐ ♣ré✈❡♥✉❡s q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s é♠❡ttr❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞✉ré❡ s♣é❝✐✜é❡✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❤❛q✉❡ st❛t✐♦♥ ♠❛✐♥t✐❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛♣♣❡❧é❡ ◆❡t✇♦r❦ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❱❡❝t♦r ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ s♦♥t ♠é♠♦r✐sé❡s ❧❡s ♣❧❛❣❡s ❞❡ t❡♠♣s ♦ù ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t é♠❡ttr❡✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ st❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❲▲❆◆✱ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s st❛t✐♦♥s s♦♥t
à ♣♦rté❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝ès✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ❡♥t❡♥❞r❡ ✉♥ RTS/CTS ❡♥✈♦②é ♣❛r ❝❡
❞❡r♥✐❡r✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♣❛s rés♦❧✉ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞✲❤♦❝ ♠✉❧t✐✲s❛✉ts✱ ❝❛r ❧❡s st❛t✐♦♥s q✉✐
r❡ç♦✐✈❡♥t ❧❡ CTS ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ♣r♦✈♦q✉❡r ✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❬✼✷❪✱ ✉♥❡
❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s st❛t✐♦♥s s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ♣r♦✈♦q✉❡r ❞❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❞é❝♦❞❡r ❧❡ CTS✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ❛✉t❡✉rs✱ s✐ ✉♥❡ st❛t✐♦♥ ♣❡✉t r❡❝❡✈♦✐r ❧❡ CTS✱ ❝✬❡st q✉✬❡❧❧❡ ❡st à ♣♦rté❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✳ ❍♦rs✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♣r♦✈♦q✉❡r ✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ r❡q✉✐s❡
♣♦✉r r❡❝❡✈♦✐r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✉♥ ♣❛q✉❡t✳ ❈❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t ❡①❛❝t✱ ❝❛r s❡❧♦♥ ❧❛
♥♦r♠❡ ✽✵✷✳✶✶✱ ❧❡s ❘❚❙✴❈❚❙ s♦♥t ❡♥✈♦②és à ✉♥ ❞é❜✐t ♣❤②s✐q✉❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ■❧s
s♦♥t ❞♦♥❝ r❡ç✉s ♣❛r ❞❡s st❛t✐♦♥s ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❘❚❙✴❈❚❙ ♥❡ rés♦❧✈❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s st❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧
s❡♠❜❧❡ ♠ê♠❡ ♣❡✉ r❡❝♦♠♠❛♥❞é ❞❡ ❧❡s ❛❝t✐✈❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳ ❉✬❛♣rès ▼❛tt❤❡✇ ●❛st ❞❛♥s s♦♥ ❧✐✈r❡
à ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❞♠✐♥✐str❛t❡✉rs ❞❡ rés❡❛✉① ✽✵✷✳✶✶ ❬✸✶❪✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❝♦♠♣❡♥s❡
r❛r❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦ût ❞❡s ❘❚❙✴❈❚❙ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞é❜✐t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❛♥s ❘❚❙✴❈❚❙✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡
s✉✐t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ✿
❉■❋❙ ❜❛❝❦♦✛ ❞♦♥♥é❡s ❙■❋❙ ❛❝q✉✐tt❡♠❡♥t
❆✈❡❝ ❧❡s ❘❚❙✴❈❚❙✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿
❉■❋❙ ❜❛❝❦♦✛ ❘❚❙ ❙■❋❙ ❈❚❙ ❙■❋❙ ❞♦♥♥é❡s ❙■❋❙ ❛❝q✉✐tt❡♠❡♥t
❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ✽✵✷✳✶✶❜ ❉❙❙❙✱ ❧❡s ❘❚❙✴❈❚❙ ❛❥♦✉t❡♥t ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ 676µs✶✷ à ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬✉♥❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡✱ s♦✐t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ✹✺✪ ♣♦✉r ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥❡ tr❛♠❡ ❞❡ ✶✵✵✵ ♦❝t❡ts à
✶✶▼❜♣s ✭1520µs t♦✉s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❝♦♥❢♦♥❞✉s✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❞❡s tr❛♠❡s ❧♦♥❣✉❡s✱ ❧❡ ❝♦ût ❞❡s
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❘❚❙✴❈❚❙✳ ❆✉ss✐✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✽✵✷✳✶✶
♣ré✈♦✐t ✉♥ s❡✉✐❧ ❛♣♣❡❧é RTSt❤r❡s❤♦❧❞ ✿ ❧❡s tr❛♠❡s ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡ s❡✉✐❧ s♦♥t ❡♥✈♦②é❡s ❛✈❡❝
❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❘❚❙✴❈❚❙✳
✶✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶ ♦♥t été ♣♦sé❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ ♠✉❧t✐✲s❛✉ts✳ ▲❡ s✉❝❝ès ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❞❡ ❲✐❋✐ ❡♥ ❛ ❢❛✐t ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
❞❡s ❲▲❆◆s✳ ❈✬❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ♣❡✉ ❝❤èr❡ ❡t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝
❞❡✈❡♥✉❡ ❞❡ ❢❛❝t♦ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉✬❡❧❧❡ ♣♦s❡
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐✣❝✉❧tés q✉❛♥❞ ♦♥ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❝❡s rés❡❛✉①✳
✶✷✷ ❙■❋❙✭2 ∗ 10µs✮✱ ✷ ♣ré❛♠❜✉❧❡s ❡t ❡♥✲têt❡s P▲❈P ✭2 ∗ 192µs✮✱ ❘❚❙ ❡♥✈♦②é à ✶▼❜♣s ✭160µs✮✱ ❈❚❙ ✭112µs✮
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶ ❞❛♥s ❧❡s
rés❡❛✉① ♠✉❧t✐✲s❛✉ts
❈♦♠♠❡♥t ✽✵✷✳✶✶ ♣❛rt❛❣❡✲t✲✐❧ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ♠é❞✐✉♠ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✢✉① ❄ ▲❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❢❡♥êtr❡
❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ✈✉s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t s♦♥t ❝❡♥sés ❞♦♥♥❡r à ❝❤❛q✉❡ é♠❡tt❡✉r ✉♥❡ ❝❤❛♥❝❡ é❣❛❧❡ ❞✬❛❝❝é❞❡r
❛✉ ♠❡❞✐✉♠✳ ❈❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❛ss✉r❡ q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ st❛t✐♦♥s ❡♥ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r♦♥t ✉♥ ❞é❜✐t é❣❛❧✱
♠❛✐s ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s
❞❡ ✽✵✷✳✶✶ s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ♠✉❧t✐✲s❛✉ts✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ❞❡ sér✐❡✉s❡s
✐♥é❣❛❧✐tés ❞✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✳ ❈❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s♦♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❝r✉❝✐❛❧ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ✉♥ ❧✐❡♥ s✉❜✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♦✉ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❞é❜✐t ♥✉❧✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❝❡ ❧✐❡♥ s❡r❛
❝♦♥s✐❞éré ♣❛r ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❞é❢❡❝t✉❡✉①✳ ▲❡ r♦✉t❛❣❡ ❞é♣❡♥❞ ❛❧♦rs ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥s
t❡♠♣♦r❛✐r❡s ❞✉ ♠❡❞✐✉♠ r❛❞✐♦✱ ♦❝❝❛s✐♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ r♦✉t❡s ❢réq✉❡♥t❡s✱ ♣❤é♥♦♠è♥❡
♣❡✉ s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞é❜✐t ❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r
❧❡s s❝é♥❛r✐♦s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✽✵✷✳✶✶ ❛❧❧♦✉❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧❡ ♦✉ ✐♥❡✣❝❛❝❡ ❛✜♥ ❞✬❡♥
❞é❞✉✐r❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ rés♦✉❞r♦♥t ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳
✷✳✶ ❉é❜✐t ✉t✐❧❡ ❞❡ ✽✵✷✳✶✶
◗✉❛♥❞ ✉♥❡ ❝❛rt❡ s❛♥s ✜❧ ✽✵✷✳✶✶❜✴❣ ❛✣❝❤❡ ✉♥ ❞é❜✐t ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ 54Mbps✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❞é❜✐t ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡
❧❛ ❝❛rt❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❞é❜✐t q✉✬❡❧❧❡ ❛tt❡✐♥❞r❛✐t s✐ ♦♥ s✉♣♣r✐♠❛✐t ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❡t ❛❝q✉✐tt❡♠❡♥ts ❞❡
❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈ ❡t ❧❡s ❞✐✈❡rs ❡♥✲têt❡s ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s✳ ▲❡ ❞é❜✐t ✉t✐❧❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❞és♦r♠❛✐s
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✏❞é❜✐t✑✱ ❡st ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❞é❜✐t ♠❛①✐♠❛❧ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✬✉♥❡
❝❛rt❡ ✽✵✷✳✶✶❜✴❣ s❡✉❧❡ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 30Mbps ❬✸✶❪✱ ❡t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ♣❧✉s ❞❡ 20 ♦✉
25Mbps✳
✷✳✶✳✶ ❉é❜✐t ✉t✐❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ é♠❡tt❡✉r✳
❏❡ ❞é❝r✐s ✐❝✐ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡ ❞❛♥s ✽✵✷✳✶✶❜ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ♣❤②s✐q✉❡s DSSS
✭❡♥✲têt❡s ❧♦♥❣s✮ ❡t HR/DSSS ✭❡♥✲têt❡s ❝♦✉rts✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛q✉❡t ♣❛r ❧✬é♠❡tt❡✉r
♣✉✐s ❞❡ s♦♥ ❛❝q✉✐tt❡♠❡♥t ▼❆❈ ♣❛r ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r✳ ❏❡ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ MAC ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡✉① t❡♠♣s
❞✬❛tt❡♥t❡ ✜①❡s ✿ ✉♥ DIFS ♣♦✉r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♠❡✱ ❡t ✉♥ SIFS ♣♦✉r ❧✬❛❝q✉✐tt❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❝♦✉❝❤❡
♣❤②s✐q✉❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❞❡s ❡♥✲têt❡s ✭♣ré❛♠❜✉❧❡ ❡t ❡♥✲têt❡ PLCP ✶✸✮✱ ❡♥✈♦②és à ❞❡s ❞é❜✐ts ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s
♣♦✉r ❛ss✉r❡r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧❡s éq✉✐♣❡♠❡♥ts ♣❧✉s ❛♥❝✐❡♥s✳ P♦✉r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♣❤②s✐q✉❡HR/DSSS✱ ❝❡s
❡♥✲têt❡s s♦♥t tr❛♥s♠✐s ❡♥ ♣❛rt✐❡ à 1Mbps ❡t à 2Mbps✱ ♣♦✉r ✉♥ t♦t❛❧ ❛✈♦✐s✐♥❛♥t ❧❡s 100µs✳ ❈❡s ♥♦♠❜r❡✉①
❡♥✲têt❡s ❡t t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ré❞✉✐s❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞é❜✐t ✿ ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ 1324µs ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
1516µs ♣♦✉r ❉❙❙❙✮ ❡st ❛✐♥s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r tr❛♥s♠❡ttr❡ ✉♥ ♣❛q✉❡t ❞❡ ✶✵✵✵ ♦❝t❡ts ✭✈♦✐r t❛❜❧❡❛✉ ✷✳✶✮✳ ❖♥
✶✸P❤②s✐❝❛❧ ▲❛②❡r ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ Pr♦❝❡❞✉r❡
✶✸
✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ♠✉❧t✐✲s❛✉ts
❉❙❙❙ ❍❘✴❉❙❙❙
❉■❋❙ 50µs
❇❛❝❦✲♦✛ ♠♦②❡♥ 310µs❛
Pré❛♠❜✉❧❡ 144µs 72µs
❊♥✲têt❡ PLCP 48µs 24µs ❜
❊♥✲têt❡ ▼❆❈ ✭✸✹ ♦❝t❡ts✮
❚r❛♠❡ ✭✶✵✵✵ ♦❝t❡ts✮ 752µs❝
❚♦t❛❧ ❞♦♥♥é❡s 1304µs 1208µs
❙■❋❙ ✶✵ µs
❊♥✲têt❡ P▲❈P ❡t ♣ré❛♠❜✉❧❡ 192µs 96µs
❊♥✈♦✐ ❞✬✉♥ ❆❈❑ ✭✶✹ ♦❝t❡ts✮ 10µs❞❡
❚♦t❛❧ ❆❈❑ 212µs 116µs
❚♦t❛❧ 1516µs 1324µs
❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ❉✉ré❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛t♦♠✐q✉❡ ❞❛♥s ✽✵✷✳✶✶❜ DSSS ❡♥ ♠♦❞❡ DCF ✭s♦✉r❝❡ ✿ ❬✸✶❪✮✳ ▲❛
✈❡rs✐♦♥ HR/DSSS ❛✈❡❝ ❡♥✲têt❡s ❝♦✉rts✱ ♣❧✉s ré❝❡♥t❡✱ ré❞✉✐t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❛♠❜✉❧❡ ❡t ❡♥ têt❡
PLCP à 96µs
❛ 31/2 s❧♦ts
❜✹✽ ❜✐ts ❡♥✈♦②és à ✶▼❜♣s ✭✷▼❜♣s✮
❝ 8 ∗ 1034/1.1e7
❞ 8 ∗ 14/1.1e7
❡❈❡rt❛✐♥❡s ❝❛rt❡s ❡♥✈♦✐❡♥t ❧✬❛❝q✉✐tt❡♠❡♥t à ✉♥ ❞é❜✐t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ✶✶▼❜♣s
❛❜♦✉t✐t ❞♦♥❝ à ✉♥ ❞é❜✐t ❞❡ 6.04Mbps ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 5.28Mbps✮✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s 11Mbps ❛♥♥♦♥❝és✱ s♦✐t ✉♥❡
❡✣❝❛❝✐té ❞❡ 55% ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 48%✮✳ ❆ t✐tr❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬❊t❤❡r♥❡t ✶✵▼ s❡r❛✐t ♣❧✉tôt
❞❡ 85%✶✹ ❬✶✶❪✳
❖♥ ♣❡✉t t✐r❡r ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❞❡✉① ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ✿
✕ à ❝❛✉s❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❡st ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ❧❡s tr❛♠❡s ❝♦✉rt❡s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s
❛❝q✉✐tt❡♠❡♥ts ❞❡ TCP ♦✉ ❧❡s RTS/CTS ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈✱ ♦❝❝✉♣❡♥t ❧❡ ♠❡❞✐✉♠ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡
❞✉ré❡ s✐❣✐♥✐✜❝❛t✐✈❡✳
✕ ♣❧✉s ❧❡s ❞é❜✐ts s♦♥t é❧❡✈és✱ ❡t ♣❧✉s ❝❡tt❡ ♣❛rt ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❈❡rt❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s
♣❧✉s ré❝❡♥t❡s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶ ♦♥t été ♠♦❞✐✜és ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❝❡t ✐♠♣❛❝t ✲ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❛
été ❛✉❣♠❡♥té❡✱ ❡t ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ré❞✉✐ts ✲ ♠❛✐s ♥❡ ❝♦♠♣❡♥s❡♥t ♣❛s ❝❡tt❡ t❡♥❞❛♥❝❡✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❛r✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t
ré❞✉✐r❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❙■❋❙ ❡t ❧❡s ❉■❋❙✳
✷✳✶✳✷ ❉é❜✐t ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs é♠❡tt❡✉rs à ♣♦rté❡✳
▲❛ ❝❛♣❛❝✐té t♦t❛❧❡ ❞✉ ♠❡❞✐✉♠ r❛❞✐♦ ✈❛r✐❡ ❛✉ss✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é♠❡tt❡✉rs q✉✐ é♠❡tt❡♥t s✐♠✉❧✲
t❛♥é♠❡♥t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♠❡♥é❡s ❛✈❡❝ ❧❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ◆❙✲✷✱ ♦ù
❧✬♦♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞✬é♠❡tt❡✉rs s✉r ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ t♦✉s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❞ét❡❝t❡r✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t t♦t❛❧ ♠♦②❡♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é♠❡tt❡✉rs✳ P♦✉r ré❞✉✐r❡
❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❡st ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✶✵ ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s é♠❡tt❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t s✬❡♥t❡♥❞r❡✱
✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❞❡✉① st❛t✐♦♥s ✜♥✐ss❡♥t ❞❡ ❞é❝ré♠❡♥t❡r ❧❡✉r ❝♦♠♣t❡✉r
❞❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ▲❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥❝ ❛ss❡③ r❛r❡s t❛♥t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é♠❡t✲
t❡✉rs ❡st ❢❛✐❜❧❡✳
❉❛♥s ❧❛ t♦✉t❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✭❡♥tr❡ ✶ ❡t ✸ é♠❡tt❡✉rs✮✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té t♦t❛❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡
❧é❣èr❡♠❡♥t✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞✉ ❛✉ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡s ❢❡♥êtr❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠ê♠❡ s✐ ✉♥ é♠❡tt❡✉r ❡st s❡✉❧✱
✐❧ ❞♦✐t ❛tt❡♥❞r❡ ❉■❋❙ ♣❧✉s ❈❲ s❧♦ts ❛✈❛♥t ❞✬❡♠❡ttr❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ♠❛♥q✉❡ à ❣❛❣♥❡r ❡♥ t❡r♠❡s
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❆✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs é♠❡tt❡✉rs✱ ❝❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ s❡ r❡❝♦✉✈r❡♥t✳ ❙t❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡
t❡♠♣s ✐♥t❡r✲♣❛q✉❡t ♠♦②❡♥ ❞❡✈✐❡♥t✱ ♣♦✉r n é♠❡tt❡✉rs✱ ❉■❋❙ + ❈❲/n s❧♦ts✳ ❆✉✲❞❡❧à ❞❡ ✹ é♠❡tt❡✉rs✱ ❡♥
r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té t♦t❛❧❡ ❜❛✐ss❡✳ ▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛✐ss❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ q✉❛♥❞ ✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s st❛t✐♦♥s ♥❡ s❡ r❡♥❞r❛ ❝♦♠♣t❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❡✉ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ q✉✬à ❧❛
✶✹✉♥ s❡✉❧ é♠❡tt❡✉r✱ ♣❛q✉❡ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✶✵✵✵ ♦❝t❡ts✱ ❧❡ r❡st❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ét❛♥t ❝❤♦✐s✐s ♣♦✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❛✉ ♠✐❡✉① à ✉♥❡
✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞✬❊t❤❡r♥❡t✳ ❆✈❡❝ ❞❡✉① é♠❡tt❡✉rs✱ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 100%✳
✷✳✷✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① à ✉♥ s❛✉t ✶✺
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❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ❉é❜✐t t♦t❛❧ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs é♠❡tt❡✉rs s❛t✉rés ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳ ❆♣rès ✉♥❡
❧é❣èr❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❡♥tr❡ ✶ ❡t ✸ é♠❡tt❡✉rs✱ ❧❡ ❞é❜✐t t♦t❛❧ s❡ ❞é❣r❛❞❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t q✉❛♥❞
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é♠❡tt❡✉rs ❛✉❣♠❡♥t❡✳
✜♥ ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥✱ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❛❝q✉✐tt❡♠❡♥ts ▼❆❈✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ♣❛q✉❡ts
❝♦rr♦♠♣✉s ❡st ♣❡r❞✉❡✳ ❆♣rès ❧❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① é♠❡tt❡✉rs ✈❛ t✐r❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❜❛❝❦♦✛ ❞❛♥s
✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛✉r❛ ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ t❡♠♣s ✐♥t❡r✲♣❛q✉❡t
♠♦②❡♥✳
❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❈❙▼❆✴❈❆ ❡st à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❣❡s✲
t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❞❡ ❈❙▼❆✴❈❉✱ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❊t❤❡r♥❡t✱ ♦ù ❧❡s ❝❛rt❡s rés❡❛✉ s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❞ét❡❝t❡r
❧❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t q✉✬❡❧❧❡ ❛ ❧✐❡✉ ❡t ❞✬❛rrêt❡r ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉✐ ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s r❡ç✉❡✳
❈❡tt❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝❛rt❡s s❛♥s ✜❧✱ ❝❛r s❡✉❧ ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ♣❡✉t
❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s✬❡st ❜✐❡♥ ❞ér♦✉❧é❡✳
❖♥ r❡t✐❡♥❞r❛ ❞❡ ❝❡tt❡ sér✐❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉❡ t❛♥t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ st❛t✐♦♥s ❡♥ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ r❡st❡
❢❛✐❜❧❡✱ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ t♦t❛❧❡ ❛❧❧♦✉é❡ à ❝❡s st❛t✐♦♥s ❝❤❛♥❣❡ ♣❡✉✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥st❛t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❞✐✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞❡ Pr♦❢✲
✐t❡r♦❧❡ ✿ s✐ n é♠étt❡✉rs s♦♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♠ê♠❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞é❜✐ts r❡s♣❡❝t✐❢s x1, x2, . . . , xn✱
❛❧♦rs ❧✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡❞✐✉♠ s❡r❛ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ s✐ ✉♥❡ s❡✉❧❡ st❛t✐♦♥ é♠❡tt❛✐t à ✉♥ ❞é❜✐t ❞❡∑
1≤i≤n
xi✳
✷✳✷ Pr♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① à ✉♥ s❛✉t
▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❜❛❝❦✲♦✛ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞♦♥♥❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té é❣❛❧❡ ❞✬❛❝❝é❞❡r ❛✉ ♠❡❞✐✉♠ à ❝❤❛q✉❡
é♠❡tt❡✉r ❡t✱ s✉r ❧❡ ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ❝❤❛q✉❡ st❛t✐♦♥ é♠❡ttr❛ st❛t✐st✐q✉❡♠❡♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ ♣❛q✉❡ts q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s✳
▲❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ st❛t✐♦♥ q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ♣✉ ❛❝❝é❞❡r ❛✉ ♠❡❞✐✉♠ ❝♦♥s❡r✈❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❜❛❝❦✲♦✛ ❡t ❛ ❞♦♥❝ ♣❧✉s
❞❡ ❝❤❛♥❝❡s ❞✬② ❛❝❝é❞❡r à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ s✐❧❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ t❡♥❞ à ré❞✉✐r❡ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés à ❝♦✉rt t❡r♠❡✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ♣❧✉s ❜❛s q✉❡ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs éq✉✐t❛❜❧❡ q✉❛♥❞ ❧❡s é♠❡tt❡✉rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛
♠ê♠❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡✳ ▼❛✐s ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ③♦♥❡✱
✽✵✷✳✶✶ ♣❡✉t ♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❛♥♦♠❛❧✐❡s✱ ❧✐é❡s ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬éq✉✐té ❛ss✉ré❡ ♣❛r ✽✵✷✳✶✶ ♥✬❡st ♣❛s ❞ét❡r♠✐♥é❡ s✉r
✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ♠✉❧t✐✲s❛✉ts
❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛q✉❡ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ✉♥ ✢✉① t❡❧♥❡t
❡t ✉♥ ✢✉① FTP s♦♥t ❡♥ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s❡r❛ ♥❡tt❡♠❡♥t ❞é❢❛✈♦r✐sé ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ t❡❧♥❡t✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦✉✈r✐r ✉♥ t❡r♠✐♥❛❧ s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞✐st❛♥t❡✱ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
♣❛q✉❡ts ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ❛❧♦rs q✉❡ FTP ❡♥✈♦✐❡ ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❛✉ss✐ ❣r♦s q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡s ✭≈ ✷✸✵✵ ♦❝t❡ts ♣♦✉r
✽✵✷✳✶✶❜✮✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬éq✉✐té s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛q✉❡ts ❡st ❛✉ss✐ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❬✹✵❪✳
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧✬❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ q✉❛♥❞ ♣❧✉s✐❡✉rs ✢✉① ❡♥ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ♦♥t ❞❡s ❞é❜✐ts ♣❤②s✐q✉❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥ts✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✽✵✷✳✶✶ ❛❧❧♦✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ✢✉① ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♠❡s✱ ❡t q✉❡ ❧❡s tr❛♠❡s
❡♥✈♦②é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❜✐t ♣❤②s✐q✉❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ♣r❡♥♥❡♥t ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❧❡ ♠❡❞✐✉♠ ❡st ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✲ ❡♥
♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ✲ ♠♦♥♦♣♦❧✐sé ♣❛r ❧❡s ✢✉① ❛✉ ❞é❜✐t ♣❤②s✐q✉❡ ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ♣❛r ❝❡✉① ❛②❛♥t ✉♥ ❜♦♥ ❞é❜✐t
♣❤②s✐q✉❡✳ P❛r❛❞♦①❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ✢✉① ❧❡s ♣❧✉s ✐♥❡✣❝❛❝❡s ❛✉①q✉❡❧s ✽✵✷✳✶✶ ❛❧❧♦✉❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s✳
▲❛ ❞✉ré❡ ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡❞✐✉♠ ♣❛r ✉♥❡ tr❛♠❡ ❡♥✈♦②é❡ ❛✉ ❞é❜✐t ♣❤②s✐q✉❡ φ ❛✈❡❝ ❞❡s tr❛♠❡s ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡ s✱ ❡t ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ✐♥t❡r✲♣❛q✉❡ts t✐♣ ❡st ✿
t = t✐♣ + s/φ ✭✷✳✶✮
▲❡ ❞é❜✐t ▼❆❈ ✉t✐❧❡ ❛❣ré❣é d ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n ✢✉① ❞❡ ❞é❜✐t φ+ s✬♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
1
d
=
t✐♣
s
+
1
φ+
✭✷✳✷✮
❆❧♦rs q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n − 1 ✢✉① ❞❡ ❞é❜✐t ♣❤②s✐q✉❡ φ+ ❡♥ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ✢✉① ❞❡ ❞é❜✐t
♣❤②s✐q✉❡ φ− ❡st ✿
1
d
=
t✐♣
s
+
n− 1
nφ+
+
1
nφ−
✭✷✳✸✮
❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉✬❛✉ t✐♣ ♣rès✱ ❧❡ ❞é❜✐t ❛❣ré❣é ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ n ✢✉① ❞❡ ❞é❜✐ts ♣❤②s✐q✉❡s
{φ1, φ2, . . . , φn} ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡s ❞é❜✐ts q✉✬✐❧s ❛✉r❛✐❡♥t s❡✉❧s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ♠❡t
❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ 11 ✢✉① à ✶✶▼❜♣s ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ✢✉① à ✶▼❜♣s✱ ❧❡✉r ❞é❜✐t ❛❣ré❣é s❡r❛ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t
❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ✢✉① ❞❡ ❞é❜✐t ♣❤②s✐q✉❡ 6Mps✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ✢✉① ❧❡♥t ♣é♥❛❧✐s❡ ❞r❛♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s
✢✉① r❛♣✐❞❡s✳
✷✳✸ Pr♦❜❧è♠❡s ❞✬éq✉✐té ❧✐és ❛✉① rés❡❛✉① ♠✉❧t✐✲s❛✉ts
❉❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ♦ù t♦✉s ❧❡s ♥÷✉❞s s♦♥t à ♣♦rté❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡✱ ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s s♦♥t r❛r❡s
♣✉✐sq✉✬✉♥ ♥÷✉❞ ❞♦✐t s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡ ♠❡❞✐✉♠ ❡st ❧✐❜r❡ ❛✈❛♥t ❞✬é♠❡ttr❡✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉ ❛❞ ❤♦❝ ♠✉❧t✐✲
s❛✉ts s♦✉s✲❡♥t❡♥❞ q✉❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❝❡rt❛✐♥s ♥÷✉❞s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ rés❡❛✉ s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡s
♣♦✉r q✉✬✐❧s ♥❡ s❡ ❞ét❡❝t❡♥t ♣❛s✳ ❉❛♥s ❝❡s rés❡❛✉①✱ ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s s♦♥t ♣❧✉s ❢réq✉❡♥t❡s ❡t s✉rt♦✉t t♦✉❝❤❡♥t
❝❡rt❛✐♥s ♥÷✉❞s ♣❧✉s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬❛s②♠étr✐❡ ♦ù ✉♥ ♥÷✉❞ s✉❜✐t ❞❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s s❛♥s q✉❡ ❧❡ ♥÷✉❞
♣❡rt✉r❜❛t❡✉r ♥❡ ♣✉✐ss❡ ❡♥ êtr❡ ✐♥❢♦r♠é ❡st ✉♥❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s rés❡❛✉① ✜❧❛✐r❡s ❡t
❧❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧✳ ❉❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ✜❧❛✐r❡✱ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♣❛rt❛❣é❡s s♦♥t ❧❡s ❝â❜❧❡s✳ ❙✐ ✉♥ ✢✉① ❡♠♣r✉♥t❡ ✉♥
❝â❜❧❡ ♦✉ tr❛✈❡rs❡ ✉♥ r♦✉t❡✉r✱ ✐❧ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ❝❡ ❝â❜❧❡✱ ♦✉ ❝❡ r♦✉t❡✉r✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❡♥tr❡
♣❧✉s✐❡✉rs ✢✉①✱ ❧❡s r♦✉t❡✉rs ❞✐s♣♦s❡♥t ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧✬❛r❜✐tr❛❣❡✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s s❛♥s ✜❧✱ ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❞❡s ♥÷✉❞s ❞✐st❛♥ts ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r✳
▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡s ❞✬❛s②♠étr✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡
♣❛ss❛♥t❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❛✐t rés♦✉❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡✳
✷✳✸✳✶ ❙t❛t✐♦♥ ❝❛❝❤é❡ ❛s②♠étr✐q✉❡
❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ❧✬é❝♦✉t❡ ❞✉ ♠❡❞✐✉♠ ♣❛r ❧✬é♠❡tt❡✉r ♥❡ ❣❛r❛♥t✐t ♣❛s q✉❡ ❧❡ ♠❡❞✐✉♠
❡st ❧✐❜r❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✳ ❍✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❝❛❝❤é❡ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ❝❛s
♦ù ❞❡✉① st❛t✐♦♥s A1 ❡t A2 ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝ès ♠❛✐s s♦♥t tr♦♣ é❧♦✐❣♥és ♣♦✉r
s✬❡♥t❡♥❞r❡ ♣❛r ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡s ❞❡✉① st❛t✐♦♥s é♠❡tt❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱
✷✳✸✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❞✬éq✉✐té ❧✐és ❛✉① rés❡❛✉① ♠✉❧t✐✲s❛✉ts ✶✼
✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ s❡ ♣r♦❞✉✐r❛ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞✬❛❝❝ès✱ ❛❜♦✉t✐ss❛♥t à ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡s ❞❡✉①
♠❡ss❛❣❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st s②♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① st❛t✐♦♥s✱ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❞é❜✐t
❞❡ t②♣❡ ❚❈P ♣❡✉✈❡♥t rés♦✉❞r❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ✿ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s st❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s ♣❡rt❡s
ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡ ♣❛q✉❡ts ❡t ré❞✉✐t ❞♦♥❝ s♦♥ ❞é❜✐t✱ ré❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ ❡t ❛❜♦✉t✐ss❛♥t à
✉♥ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞✉ ❞é❜✐t✱ ❝❡rt❡s ❛ss❡③ ♣❡✉ ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❚❈P ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉
♠❡❞✐✉♠✳
▲❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ ♠✉❧t✐✲s❛✉ts ♦♥t ❢❛✐t é♠❡r❣❡r ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ st❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t✱
❡✉①✱ êtr❡ ❛s②♠étr✐q✉❡s ✿ ✉♥ ✢✉① s✉❜✐t ♣❡✉ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ♣r♦✈♦q✉❡ s❛♥s ❧❡ s❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s
s✉r ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ✢✉①✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✭❛✮✱ ❧✬♦❜st❛❝❧❡ s✐t✉é ❡♥tr❡ A ❡t C ❡♠♣ê❝❤❡
❝❡s ❞❡✉① st❛t✐♦♥s ❞❡ s✬❡♥t❡♥❞r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❘❚❙✴❈❚❙✱ ❝❡s ❞❡✉① st❛t✐♦♥s s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s
❞✬é♠❡ttr❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ B✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱
❧❡ ✢✉① C → D✱ ❧✉✐✱ ♥❡ s✉❜✐t ♣❛s ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ✢✉① C → D s❛t✉r❡ ❧❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ❝♦♠♠❡
❝✬❡st ❧❡ ❝❛s s✐ ❝✬❡st ✉♥ ✢✉① ❚❈P✴❋❚P✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ✢✉① A→ B ♥❡ ♣❡✉t ré✉ss✐r ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ q✉❡
♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ s✐❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① tr❛♠❡s MAC✳ ❆ ♠♦✐♥s q✉❡ ❧❡ ✢✉① A→ B ♥✬❡♥✈♦✐❡ ❞❡s tr❛♠❡s
❞❡ ❢❛✐❜❧❡ t❛✐❧❧❡✱ ❝❡s ♣ér✐♦❞❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛ss❡③ ❧♦♥❣✉❡s ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛✐t ❧✐❡✉✱ ❡t ❝❡❧✉✐✲❝✐
♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❞é❜✐t ♥✉❧ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ✢✉① C → D ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✳
■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❘❚❙✴❈❚❙ ❡st ✐♥s✉✣s❛♥t ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡
s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❧✬❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s st❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s é✈♦q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠ê♠❡
❛✈❡❝ ❧❡s ❘❚❙✴❈❚❙✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s st❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s ❛s②♠étr✐q✉❡s ❛♣♣❛r❛ît s✐ ❧❡s st❛t✐♦♥s B ❡t C s♦♥t
❤♦rs ❞❡ ♣♦rté❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ❧❡ ❈❚❙ é♠✐s ♣❛r B ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦❞é ♣❛r ❧❛ st❛t✐♦♥ C✳
A B
C D
✭❛✮ ❙t❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s ❛s②♠étr✐q✉❡s✳
A
B
C E
D F
✭❜✮ ❚r♦✐s ♣❛✐r❡s✳
❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ❉❡✉① s❝é♥❛r✐♦s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❞❡s rés❡❛✉① ♠✉❧t✐✲s❛✉ts
✷✳✸✳✷ ▲❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s
▲❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s ❬✷✻❪ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ✏✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✑ ❬✻✽❪ ❡st ✉♥
❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛s②♠étr✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✱ ✐❧❧✉stré ❡♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✭❜✮✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱
❞❡✉① st❛t✐♦♥s s♦♥t r❡❧✐és ♣❛r ❞❡s ♣♦✐♥t✐❧❧és s✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t s✬❡♥t❡♥❞r❡ ♣❛r ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s
❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣❛✐r❡s ❡①trê♠❡s✱ ❡❧❧❡s✱ ♥❡ s✬❡♥t❡♥❞❡♥t ♣❛s✳ ❆✐♥s✐✱ q✉❛♥❞ ❧❛ st❛t✐♦♥ A
♦✉ ❧❛ st❛t✐♦♥ E é♠❡tt❡♥t✱ ❧❛ st❛t✐♦♥ C ❞ét❡❝t❡ ❧❡✉rs é♠✐ss✐♦♥s ❡t ❞♦✐t s✬❛❜st❡♥✐r ❞✬é♠❡ttr❡✳ ■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱
❧❡s st❛t✐♦♥s A ❡t E ♣❡✉✈❡♥t é♠❡ttr❡ t❛♥t q✉❡ C ♥✬é♠❡t ♣❛s✳
❯♥❡ ét✉❞❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❬✶✾❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ ❧❡s ♣❛✐r❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ♦♥t t♦✉❥♦✉rs ✉♥
♣❛q✉❡t à é♠❡ttr❡✱ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ♥❡ ♣❡✉t é♠❡ttr❡ q✉❡ très r❛r❡♠❡♥t ✭❡♥tr❡ ✷ ❡t ✺✪ ❞✉ t❡♠♣s✮✳ ❱♦✐❝✐
❝♦♠♠❡♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛s②♠étr✐❡ s✉r✈✐❡♥t ✿ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ A ❝♦♠♠❡♥❝❡ à é♠❡ttr❡✳ P✉✐sq✉✬✐❧ ❡♥t❡♥❞ ❧❡ ♥÷✉❞
A✱ C ♥❡ ♣❡✉t é♠❡ttr❡ ❡t ❛tt❡♥❞ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ E✱ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ❡st
❧✐❜r❡✱ ❡t ✐❧ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é♠❡ttr❡ ✉♥ ♣❛q✉❡t✳ ◗✉❛♥❞ A t❡r♠✐♥❡ s❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ s❡✉❧ E ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞✬é♠❡ttr❡✱
❡t ✐❧ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳✳✳ ❚❛♥t q✉❡ C ♥✬é♠❡t ♣❛s✱ A ❡t E s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts
❡t ♥✬♦♥t ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❞❡ s❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡r✳ ❆✐♥s✐✱ C ✈♦✐t ❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥❝❡ ✉♥ ❝❛♥❛❧ ♦❝❝✉♣é✱ s❛✉❢ q✉❛♥❞
A ❡t E s♦♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❛tt❡♥t❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ C é♠❡t ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✱ ❧❡s st❛t✐♦♥s
A ❡t E s❡r♦♥t ♠♦♠❡♥t❛♥é♠❡♥t s②♥❝❤r♦♥✐sé❡s✱ ♠❛✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é✈♦q✉é ❝✐✲❞❡ss✉s ✜♥✐t ♣❛r ❛♣♣❛r❛îtr❡✳
✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ♠✉❧t✐✲s❛✉ts
✷✳✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❥❡ ♠❡ s✉✐s ❛tt❛❝❤é à ♠♦♥tr❡r ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡
♣❛ss❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ ♠✉❧t✐✲s❛✉ts✳ ■❧s ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ▼❆❈
❞❛♥s ❝❡s rés❡❛✉①✳ ❉❛♥s ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s✱ ❝✬❡st ❧❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡✉① st❛t✐♦♥s
q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❞ét❡❝t❡r ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s é♠❡ttr❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ q✉✐ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡
❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs é♠❡tt❡✉rs ❣ê♥❡♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❛♥s ❧❡ s❛✈♦✐r✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s
st❛t✐♦♥s ♣❡rt✉r❜❛tr✐❝❡s ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡✉r ❞é❜✐t ♣♦✉r ❧❛✐ss❡r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ à ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
♣❡rt✉r❜é❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬éq✉✐té ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡♥t ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉✬✉♥❡
st❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡rt✉r❜❡ ❞✬❛✉tr❡s st❛t✐♦♥s ❡♥ ❛✐t ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ ❄ ◗✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s à
❡①tr❛✐r❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❄
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✽✵✷✳✶✶ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ ♦♥t été ♠✐s ❡♥
é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❉❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥t été ❞❡♣✉✐s ❛♣♣♦rté❡s ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❞♦♥❝ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉①
❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs ❞é❜✐ts✳
▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐✈✐sé❡s ❡♥ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❝❧❛ss❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ▼❆❈✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ s♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞ûs ❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡
▼❆❈ ❞❡ ✽✵✷✳✶✶✳ ▼♦❞✐✜❡r ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♦✉ ♠❡ttr❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ▼❆❈ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❈❡s s♦❧✉t✐♦♥s s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s ✐❞❡♥t✐✜és ❡t
s♦♥t ❞♦♥❝ très ❡✣❝❛❝❡s s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛❜♦r❞és✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡❧❧❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ♣❡✉ ❣é♥ér❛❧❡s ❡t ♦♥t ❞✉
♠❛❧ à ré❣❧❡r t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡♥❝♦♥trés ❛✈❡❝ ✽✵✷✳✶✶✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥t ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t✱ ♣♦✉r
êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ q✉✬❡❧❧❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐♥té❣ré❡s à ✉♥❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ s❛♥s ✜❧✱ ❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ très
s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ st❛♥❞❛r❞✐s❛t✐♦♥✱ ♣❤❛s❡ ♣❛s s✐ s✐♠♣❧❡ ❡t ❢❛st✐❞✐❡✉s❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ s❛♥s ✜❧ ✽✵✷✳✶✶ ❛ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❜❡❛✉① ❥♦✉rs ❞❡✈❛♥t ❡❧❧❡✱ ❡t q✉✬✐❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s
♣♦✉r q✉❡ s♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ▼❆❈ s♦✐t ♠♦❞✐✜é ❞❡ ❢♦♥❞ ❡♥ ❝♦♠❜❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s s✉♣♣♦s❡♥t
q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❡st ✽✵✷✳✶✶ ❡t s❡ ♣❧❛❝❡♥t ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✱ ❧❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❝❤❡r❝❤❡♥t à ré❣✉❧❡r ❧❡ ❞é❜✐t ❡♥tr❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ▼❆❈ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥
❡t ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ q✉✬❛✉① rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ ♠✉❧t✐✲s❛✉ts ❛②❛♥t ❞❡s st❛t✐♦♥s éq✉✐♣é❡s ❞✬✉♥❡
s❡✉❧❡ ❝❛rt❡ s❛♥s ✜❧ ❡t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❛♥t ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s s✉r ✉♥ s❡✉❧ ❝❛♥❛❧✳ ❇✐❡♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥t été é❧❛❜♦ré❡s
♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐✲✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦✉ ♠✉❧t✐✲❝❛♥❛✉①✳ ❙✐ ❝❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t très s♦✉✈❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r
❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡❧❧❡s ♥✬❡♥❧è✈❡♥t ♣❛s t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❡♥t✐♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡t q✉✐
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲rés❡❛✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t s✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❝❛♥❛❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r
✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐♥t✱ ✐✳❡✳ ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉
♠♦♥♦✲❝❛♥❛❧✳
✸✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ▼❆❈
▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ▼❆❈ ❜❛sé❡s s✉r ✉♥ s❡✉❧ ❝❛♥❛❧ s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧❡s✳ ❊❧❧❡s ❝❤❡r❝❤❡♥t ❛ss❡③
s♦✉✈❡♥t à ré♣♦♥❞r❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❡t ❝♦♥♥✉ ❛✈❡❝ ✽✵✷✳✶✶✳ ❈❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❛♥s ❧❛
✈❡✐♥❡ ❞❡ ✽✵✷✳✶✶ ✭✐✳❡✳ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❛❣❡ ♦✉ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶ s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜és✮✱ ♦✉ ♦♥t ✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ très ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❛♥❣é❡s s❡❧♦♥ tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿
✕ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✳ ❯♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡ ♣❛r ❧❡ ♥÷✉❞ s❛♥s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛✈❡❝
s❡s ✈♦✐s✐♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ♥÷✉❞ s❛✐t s✐ s♦♥ ♣❛q✉❡t ❛ été tr❛♥s♠✐s ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ♦✉ ♥♦♥ s❡❧♦♥ q✉✬✐❧
r❡ç♦✐t ♦✉ ♥♦♥ ❧❡ ♣❛q✉❡t ❞✬❛❝q✉✐tt❡♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ♣❛q✉❡t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❯♥ ♥÷✉❞ s❛✐t ❛✉ss✐ s✬✐❧ ② ❛ ❞❡
✶✾
✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt
❧✬❛❝t✐✈✐té s✉r ❧❡ ❝❛♥❛❧ r❛❞✐♦ ❣râ❝❡ à s♦♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡✳ ✽✵✷✳✶✶ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❝❡
t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s✳
✕ ❈❡rt❛✐♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
q✉✐ ♣❛ss❡♥t s✉r ❧❡ rés❡❛✉✳ ❈❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ♣❡✉t ❧✐r❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s❡ tr♦✉✈❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣❛q✉❡ts q✉✐
❧✉✐ s♦♥t ❞❡st✐♥és✳ ■❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞❡ ♣r♦♠✐s❝✉♦✉s✱ ❧✐r❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣❛q✉❡ts
q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❞é❝♦❞❡r ♠ê♠❡ s✐ ❝❡✉①✲❝✐ ♥❡ ❧✉✐ s♦♥t ♣❛s ❞❡st✐♥és✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥❢ér❡r
❧❡ t❛✉① ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♥÷✉❞ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s✳
✕ ❈❡rt❛✐♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✈♦♥t s❡ ❜❛s❡r s✉r ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ s✐❣♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥✈♦②és ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❛✜♥ ❞✬❛♣✲
♣♦rt❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉① ♥÷✉❞s ✈♦✐s✐♥s s✉r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ♦✉ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❘❚❙ ❡t ❈❚❙ ❞❛♥s ✽✵✷✳✶✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ s✐❣♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛✉tr❡s q✉❡
❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❘❚❙✴❈❚❙ ❞❡ ✽✵✷✳✶✶✳
❈♦♠♠❡ ✈♦✉s ❧❡ ✈❡rr❡③ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ▼❆❈
♠❛✐s ❡st ❜❛sé❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ▼❆❈ ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s
✐❞é❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❡t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s ▼❆❈ q✉✐ ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡✉rs ❛♣♣♦rts ♠❛✐s
❛✉ss✐ ❧❡✉rs ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣❛r ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r ❛✉① s❡❝t✐♦♥s ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt
❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛rt✐❝❧❡s ❝✐tés s✉r ❧❡ s✉❥❡t ❡t✴♦✉ à ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ s✉r ❧❡ s✉❥❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
à ❬✹✹❪✳
✸✳✷✳✶ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s
❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♥❡ s❡ ❜❛s❡♥t q✉❡ s✉r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s s❛♥s
é❝❤❛♥❣❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s✳ ▲❡ ♠♦❞❡ ❉❈❋ ❞❡ ✽✵✷✳✶✶ s❛♥s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❘❚❙✴❈❚❙ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛❝❝ès ❛✉ ♠é❞✐✉♠ ❞❡ ✽✵✷✳✶✶ ❞é♣❡♥❞ ❞✉
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬é❝♦✉t❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭❧✐❜r❡ ♦✉ ♦❝❝✉♣é✮ ❡t ❞✉ rés✉❧t❛t s✉r ❧❡ ♣❛q✉❡t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t é♠✐s ✭é♠✐s ❛✈❡❝
♦✉ s❛♥s s✉❝❝ès✮✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✳ P❧✉s✐❡✉rs ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉ ♠é❞✐✉♠ ♦♥t
été ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ✈❡✐♥❡ ❞❡ ✽✵✷✳✶✶✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
✭❝♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ✜①❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❡t✴♦✉ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡
❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳ ❉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♠♠❡ ▼■▲❉ ✭▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ■♥❝r❡❛s❡ ▲✐♥❡❛r ❉❡❝r❡❛s❡✮ ❬✶✵❪✱ ❉■❉❉ ✭❉♦✉❜❧❡
■♥❝r❡❛s❡ ❉♦✉❜❧❡ ❉❡❝r❡❛s❡✮ ❬✶✺❪ ❡t ❙❇❆ ✭❙✐♠♣❧❡ ❇❛❝❦♦✛ ❆❧❣♦r✐t❤♠✮ ❬✻✵❪ ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧s
♠♦❞✐✜❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ P◆❆❱ ❬✶✼❪ ♦✉
▼❛❞▼❛❝ ❬✻✶❪ ❛❥♦✉t❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✳
✸✳✷✳✷ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ♦♥t ✉♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✽✵✷✳✶✶✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t✴♦✉ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣❡st✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ♠❛✐s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡①tr❛✐t❡s
❞❡s ♣❛q✉❡ts q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝♦❞és ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ▲❡s ♣❛q✉❡ts ✉t✐❧✐sés ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡s
♣❛q✉❡ts ❡♥✈♦②és ♣❛r ❝❡tt❡ st❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡st✐♥és à ❝❡tt❡ st❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♣❡✉t êtr❡ t♦✉t ♣❛q✉❡t tr❛♥s✐t❛♥t s✉r ❧❡
♠é❞✐✉♠ r❛❞✐♦ ❡t ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞é❝♦❞é✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ▼❇❋❆■❘ ❬✼❪ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
s♦❧✉t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ st❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡❧ ❞♦✐t êtr❡ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞✉ ♠é❞✐✉♠ r❛❞✐♦
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❘❚❙✱ ❈❚❙ ❡t ❛❝q✉✐tt❡♠❡♥ts q✉✬❡❧❧❡ r❡ç♦✐t✳ ❙❡❧♦♥ s❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ❧❛ st❛t✐♦♥
s❛✐t s✐ ❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♠❡❞✐✉♠ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s q✉❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ▲❛ st❛t✐♦♥ ❛❥✉st❡ ❛❧♦rs ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡
❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳ ▲❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❬✹✽✱ ✺✹❪ ❢♦♥t ❛✉ss✐ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✳
✸✳✷✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ s✐❣♥❛❧✐s❛t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✈♦♥t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉tr❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ✽✵✷✳✶✶✱
♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ s✐❣♥❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❊❍❆❚❉▼❆ ❬✸✽❪ ❡♥tr❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡
❝❧❛ss❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s❡ ❢❛✐t ❡♥tr❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❡t ❧❡ ré❝é♣t❡✉r✱ é❝❤❛♥❣❡
♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✐♥✐t✐é ♣❛r ✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳
✸✳✷✳ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ▼❆❈ ✷✶
❚♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t r❡s♣❡❝t❡♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❈❙▼❆✴❈❆ ❡t ♥✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ♣❛s
❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐é❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛q✉❡ts✱ ✐✳❡✳ ❝❤❛q✉❡ st❛t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
▼❆❈ ❡t ❧❡ ♠ê♠❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é s✉r t♦✉t❡s ❧❡s st❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❞❡✉① s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❞é❝r✐✈❡♥t
❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♥❡ s✉✐t ♣❛s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❈❙▼❆✴❈❆ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛ ✉♥
♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛❝❝ès ❞✐✛ér❡♥t✐é✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s ❝❤❡r❝❤❡♥t à rés♦✉❞r❡ ✭♦✉ ré❞✉✐r❡✮
❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦✉❧❡✈és ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✽✵✷✳✶✶ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ ♠✉❧t✐s❛✉ts✱ ❥❡ ❧❡s ✐♥❝❧✉s
❞❛♥s ❝❡t ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳
✸✳✷✳✹ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❢♦r❝é❡s
❖♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ❛st✉❝✐❡✉s❡ ❞❛♥s ❬✺✺❪ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ♥❡ ♣❡✉t
é♠❡ttr❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❞♦✐t ❛tt❡♥❞r❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛✐r❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❝❡ss❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞✬é♠❡ttr❡✳ P♦✉r
rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✺✺❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ s✐♠♣❧❡ ✿ s✐ ✉♥❡ st❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛t❡
q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥t ♣❛s à ❛❝❝é❞❡r ❛✉ ♠❡❞✐✉♠✱ ❡❧❧❡ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉✬❡❧❧❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦ù
❞❡✉① é♠❡tt❡✉rs ♦✉ ♣❧✉s s♦♥t à ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡✱ ♠❛✐s ♥❡ s✬❡♥t❡♥❞❡♥t ♣❛s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❡❧❧❡ é♠❡t ✉♥ ♣❛q✉❡t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡st✐♥é à ❜r♦✉✐❧❧❡r ❧❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❞❡s ❛✉tr❡s é♠❡tt❡✉rs✱
❛✜♥ ❞❡ ❧❡✉r s✐❣♥❛❧❡r s❛ ♣rés❡♥❝❡✳ ❈❡s é♠❡tt❡✉rs✱ ♦❜s❡r✈❛♥t ❞❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❛❧♦rs ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
❧❡✉r ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✱ ❞♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐ ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s à ❧❛ st❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❜❧♦q✉é❡ ❞✬❛❝❝é❞❡r ❛✉
♠❡❞✐✉♠✳
▲❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❡st ❝❡rt❡s ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ❞❛♥s ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s✳ Pr♦✈♦q✉❡r ❞❡s ❝♦❧❧✐✲
s✐♦♥s ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ s❡✉❧ r❡❝♦✉rs ♣♦✉r ✐♥t❡r❛❣✐r ❛✈❡❝ ✉♥❡ st❛t✐♦♥ ❤♦rs ❞❡ ♣♦rté❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ▼❛✐s
♦♥ ♣❡✉t r❡♣r♦❝❤❡r à ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❛ ✉♥ ❝♦ût ❡♥ t❡r♠❡s
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡❞✐✉♠✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♠❡ ❛②❛♥t s✉❜✐ ❧❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥
❡st ♣❡r❞✉❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ s♦✉✛r❡ ❞❡s ♠ê♠❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts q✉❡ ❧❡s ❘❚❙✴❈❚❙ ✿ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡
♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♣r♦✈♦q✉❡r ✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r ❞ét❡❝t❡r ✉♥❡ ♣♦rt❡✉s❡✳
✸✳✷✳✺ ❉✐✛◗
❉✐✛◗ ❬✻✽❪ ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✈✐s❛♥t à rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬éq✉✐té ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ▼❆❈✱
s✬✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡s ✜❧❡s à ♣r✐♦r✐té ❞❡ ✽✵✷✳✶✶❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❈❤❛q✉❡ st❛t✐♦♥ ♠❛✐♥t✐❡♥t ✉♥❡ ✜❧❡
❞✬❛tt❡♥t❡ ▼❆❈ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s ❞❡s ✢✉① q✉✬❡❧❧❡ tr❛♥s♠❡t✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r ❞❡s ✢✉① ♠✉❧t✐✲
s❛✉ts✱ ❡❧❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ▼❆❈ à ❧❛ st❛t✐♦♥ ❧❛ ♣ré❝é❞❛♥t s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞✉ ✢✉①✳
▲❛ ♣r✐♦r✐té ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞✉ s❛✉t s✉✐✈❛♥t✱ ❡t
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❧♦❝❛❧❡✱ s❛❝❤❛♥t q✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ❡st
❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ♥✉❧❧❡✳ ▲❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ♣r✐♦r✐té ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈ ❞❡ ✽✵✷✳✶✶❡✱
♦ù ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ✜①❡s ✭❉■❋❙✮ ❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✮ ✈❛r✐❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
t②♣❡ ❞❡ ♣❛q✉❡t✳
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥ ✢✉① ♠✉❧t✐✲s❛✉ts ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡s st❛t✐♦♥s ❳✲❨✲❩✱ s✐ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ❧✐❡♥ ❨✲❩ ❜❛✐ss❡✱ ♦✉
q✉✬✐❧ s✉❜✐t ✉♥❡ ❢♦rt❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✱ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❨ ❣r♦ss✐t✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ♣r♦♣♦sé ❞♦♥♥❡
❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ à Y ♣♦✉r ❧✬❛❝❝ès ❛✉ ♠❡❞✐✉♠✱ ♠é❝❛♥✐s♠❡ q✉✐ t❡♥❞ à éq✉✐❧✐❜r❡r ❧❡s t❛✐❧❧❡s
❞❡s ✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡s st❛t✐♦♥s ❡♥ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ rés♦✉t ❛ss❡③ ❜✐❡♥ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶ ❧✐és à ❧❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✱ t❡❧s q✉❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és ❛✉① ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❝❛❝❤é❡ ❛s②♠étr✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❉✐✛◗ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ❛✉ ✢✉① q✉✐ s✉❜✐t ❧❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✱ r✐❡♥ ♥✬✐♥t❡r❞✐t q✉❡ ❧❡s
❞❡✉① st❛t✐♦♥s é♠❡tt❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t s❡♥sé❡s ♥❡ ♣❛s s✬❡♥t❡♥❞r❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞✉ ✢✉① ♣❡rt✉r❜❛t❡✉r ♥❡ ré❞✉✐t ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ✢✉① ♣✉✐ss❡ ♣❡rt✉r❜❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ✢✉① s❛♥s ❧❡ s❛✈♦✐r ✐♥❝✐t❡ à ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♣❧✉s ❤❛✉t q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ▼❆❈✱ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ q✉✐ ❜é♥é✜❝✐❡
✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠♦✐♥s ❧♦❝❛❧❡s ❡t ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s q✉❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡✱ ❧❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ♣❛q✉❡ts✱ ♦✉
❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡✳
❈❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s❡r❛ ét✉❞✐é ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♦ù ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❛✈❡❝ ❉✐✛◗ ❞❛♥s ✉♥❡ ✈❛r✐étés ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✳
✸✳✸ ▼ét❤♦❞❡ ♣❛r ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❞é❜✐t
▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❝❤❡r❝❤❡♥t à ré❣✉❧❡r ❧❡ ❞é❜✐t ❡♥tr❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈✳ ❯♥❡
❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞èr❡ très s♦✉✈❡♥t q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ s❛♥s ✜❧ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st
✽✵✷✳✶✶✳ ▲❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜✐t ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ✈✐❛ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❜✐ts ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❛✜♥ ❞❡
❧✐♠✐t❡r ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ éq✉✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ✢✉①✳ ❈❡tt❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r❡♣♦s❡
s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡ à ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❡t ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ s❛♥s ✜❧✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡
♠♦❞è❧❡✱ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❡st ❝♦♥str✉✐t ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
st❛t✐♦♥s ❡t✴♦✉ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❧✐❡♥s r❛❞✐♦ ❞✉ rés❡❛✉✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✱ ❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜✐t ♦♥t été ♣r♦♣♦sés✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s✳ ▲❡
♣r♦t♦❝♦❧❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❏❡ r❡✈✐❡♥❞r❛✐ ❞♦♥❝ s✉r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❣r❛♣❤❡
❞❡ ❝♦♥✢✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳
✸✳✸✳✶ ▼♦❞è❧❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥
▲❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠♦❞è❧❡s q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✱ ❡t q✉✐ s♦♥t très s♦✉✈❡♥t
r❡♣r✐s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ s♦♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣r♦♣♦sés ♣❛r ●✉♣t❛ ❡t ❑✉♠❛r ❬✸✹❪✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡✱
✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡st r❡ç✉❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès s✐ ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ❡st s✉♣ér✐❡✉r à
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧✳ ❉❛♥s ❧❡♠♦❞è❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❛✐r❡✱ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ♣❡✉t r❡❝❡✈♦✐r
❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❧❡s ♣❛q✉❡ts ❡♥✈♦②és ♣❛r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ s✐ ❝❡s ❞❡✉① ♥÷✉❞s s♦♥t à ♣♦rté❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t
q✉✬❛✉❝✉♥ ❛✉tr❡ ♥÷✉❞ ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬❛❞❛♣t❡r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ à ✽✵✷✳✶✶ ❡♥ ② ❛❥♦✉t❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉✬❛✉❝✉♥ ♥÷✉❞ ♥❡ ❞♦✐t tr❛♥s♠❡ttr❡ ❞❛♥s ❧❛
③♦♥❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡ ♥✐ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r✳
❈❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ s♦♥t très s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t q✉✐
tr❛❞✉✐t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡①✐st❛♥t ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✳
✸✳✸✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡s ♣❛r ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t
❖♥ tr♦✉✈❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✳ ❏❡ ❝✐t❡
❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ✐♥tér❡ss❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ s✉r ❧❡
♠♦❞è❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❛✐r❡✳
❉❛♥s ❬✼✶❪✱ ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❧✐❡♥s ❞✉ rés❡❛✉ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♣ré❝✐s s✉r ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❙■◆❘ ❞❡ s♦rt❡
à ❞ét❡r♠✐♥❡r s✬✐❧s ♣❡✉✈❡♥t é♠❡ttr❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❙❡s ❛✉t❡✉rs s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡
❞❡ ❝❤❛q✉❡ st❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥♥✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ●P❙✱ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❞♦♥❝ ❝❡s ❙■◆❘ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ q✉✐ ❧❡s sé♣❛r❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ✏♣ré❝✐s✑ ét❛❜❧✐✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞é❜✐ts ♦♣t✐♠❛✉① s✉r ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✹✼❪ ♦♥t ❡✉① ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡
❝❡ t②♣❡✳
❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♥✐❡r ❧❛ q✉❛❧✐té t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛ss❡③ ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ q✉❛❧✐té
❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ r❛❞✐♦ à ❧❛ ré❛❧✐té✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
✐❧ ❡st ♣❡✉ ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉✬✉♥ t❡❧ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s♦✐t ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❞❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ ✉r❜❛✐♥s✱ ♦ù ✭✶✮ ❧✬é❧♦✐❣♥❡✲
♠❡♥t ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞✬✉♥ é♠❡tt❡✉r ❡st ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r tr♦♣ ♣❡✉ ✜❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧
s❡r❛ r❡ç✉ ❡t ✭✷✮ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ❞✉ ❙■◆❘ ♣❡✉✈❡♥t ❛tt❡✐♥❞r❡ ✷✵❞❇♠ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ à ❧✬❛✉tr❡
✭✈♦✐r ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣r❛t✐q✉❡s ❞❡ ❬✸✾❪✮✳ ▲❛ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s ❡st ❞♦♥❝ q✉✬♦♥ ♥❡
♣❡✉t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r q✉❡ ❞❛♥s ❞❡ r❛r❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡ ♠❡❞✐✉♠ r❛❞✐♦ ❡st ✜❛❜❧❡ ❡t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉✳
❉❛♥s ❬✼✸❪✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t s♦♥t ❧❡s ❧✐❡♥s ❞✉ rés❡❛✉✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❞❡✉① ❧✐❡♥s
s♦♥t ❡♥ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ s✐ ❧❛ s♦✉r❝❡ ♦✉ ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❧✐❡♥s ❡st à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à d✐♥t ❞❡
✸✳✹✳ ❇❘❯■❚ ✷✸
❧❛ s♦✉r❝❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❧✐❡♥✱ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❛✐r❡✳ P♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s
❞é❜✐ts ♦♣t✐♠❛✉① ❛✉q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❡♥ ♣❡✉t é♠❡ttr❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✼✸❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❛♣♣❡❧é❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❝❧✐q✉❡s✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❝❧✐q✉❡s ✐♠♣♦s❡♥t q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s s✉r
t♦✉t❡ ❝❧✐q✉❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ rés❡❛✉✳ ❏❡ r❡✈✐❡♥❞r❛✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
s✉✐✈❛♥t s✉r ❝❡s ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❈❤❛q✉❡ ❧✐❡♥ ❛❝t✐❢ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❞♦♥t
✐❧ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡✱ ♣✉✐s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞é❜✐ts ♦♣t✐♠❛✉① ❡st ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐str✐❜✉é❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ✏♣r✐❝✐♥❣✑✳
❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ é❧é❣❛♥t❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡✱ s♦✉✛r❡ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❛❜str❛❝t✐♦♥
❞❡s ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❛✐r❡✱ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❝❧✐q✉❡s ❡st à ♣❡✉
❞❡ ❝❤♦s❡s ♣rès ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▼❛✐s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡s ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥s✱ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❢❛✐t❡s
♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ❝❛r ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
❞é❜✐ts s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❧❡♥t❡♠❡♥t ✿ ✶✵ s❡❝♦♥❞❡s s✉r ❧❡s t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✱ ✶✵✵ s❡❝♦♥❞❡s s✉r ❞❡s
t♦♣♦❧♦❣✐❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ✸✵ st❛t✐♦♥s✮✳ P❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❧❡s ❞é❜✐ts
✐♠♣♦sés ❛✉ rés❡❛✉ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r
❞❡ t❡❧s ♣r♦t♦❝♦❧❡s✱ ❡t ✐❧ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✬❡♥ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ s✐♠♣❧✐✜❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡✱
é❧é❣❛♥t t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❛ss❡③ ♣❡✉ ♣❡rt✐♥❡♥t ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s s✉r ❧❛
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ r❛❞✐♦✳
✸✳✹ ❇❘❯■❚
❇❘❯■❚ ✭❇❛♥❞✇✐❞t❤ ❘❡s❡r✈❛t✐♦♥ ❯♥❞❡r ■♥❚❡r❢❡r❡♥❝❡s✮ ❬✷✵❪ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛✈❛♥t q✉✬✉♥ ✢✉① ❝♦♠♠❡♥❝❡ à
é♠❡ttr❡✱ s✬✐❧ ② ❛ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡ ✢✉①✱ ♣✉✐s s✐ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱ à ✐♥❢♦r♠❡r ❧❡s
st❛t✐♦♥s ✈♦✐s✐♥❡s ❞❡ ❝❡tt❡ rés❡r✈❛t✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❛✉① ✢✉①✳ ❇❘❯■❚
❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐❛♥t ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✱ ❡t ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❞❡✉① st❛t✐♦♥s s♦♥t
s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡r s✐ ❡❧❧❡s s❡ tr♦✉✈❡♥t à ✷ s❛✉ts r❛❞✐♦ ♦✉ ♠♦✐♥s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥
❡st ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s❛✉ts r❛❞✐♦✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬é✈✐t❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❝♦♠♠❡ ❢❛❝t❡✉r ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳
✸✳✺ ❚❈P ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ ♠✉❧t✐✲s❛✉ts
▲❡ rô❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❚❈P ❡st ❞✬❛ss✉r❡r ✉♥ tr❛♥s♣♦rt ✜❛❜❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ à ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥
❞❛♥s ❞❡s rés❡❛✉① q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✜❛❜❧❡s✳ ❊♥ t❤é♦r✐❡✱ ❡t s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❖❙■✱ ❚❈P ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t
❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ t②♣❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡st ✉t✐❧✐sé✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡ ♥✬❡st
♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ❝❛r ❚❈P ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é s✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❧✐é❡s ❛✉① rés❡❛✉① ✜❧❛✐r❡s✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥ ❞❡s rô❧❡s ❞❡ ❚❈P ❡st ❞✬é✈✐t❡r ❧❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❚❈P ❛❞❛♣t❡ ❧❡ ❞é❜✐t
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ♣❛q✉❡ts q✉✬✐❧ ♦❜s❡r✈❡✱ ♣❡rç✉❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❚❈P s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛❝q✉✐t✲
t❡♠❡♥ts ❞✉♣❧✐q✉és✱ ♦✉ ❞✬❡①♣✐r❛t✐♦♥ ❞❡ t✐♠❡♦✉t✳ ❉❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❚❈P✱ t♦✉s ❧❡s ♣❛q✉❡ts s♦♥t
❛❝q✉✐ttés ♣❛r ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✱ ❡t ❧✬❛❝q✉✐tt❡♠❡♥t ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞✉ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♣❛q✉❡t q✉❡ ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥
s✬❛tt❡♥❞ à r❡❝❡✈♦✐r✳ ❙✐ ❞❛♥s ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛q✉❡ts r❡ç✉s✱ ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬✉♥ ♣❛q✉❡t ♠❛♥q✉❡✱
❡❧❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬❡♥✈♦②❡r ❞❡s ❛❝q✉✐tt❡♠❡♥ts ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣❛q✉❡t ♠❛♥q✉❛♥t✱ ❞✬♦ù ❧❛
❞é♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ✏❛❝q✉✐tt❡♠❡♥ts ❞✉♣❧✐q✉és✑✳ ❙✐ ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣❛q✉❡t ❡st ❝♦♥st❛té❡✱ ❚❈P ré❞✉✐t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s❛
❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❞é❜✐t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥
❞é✜♥✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ♣❛q✉❡ts ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❞✬❛❝q✉✐tt❡♠❡♥t✳ P♦✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ W ✱ ❧❡
❞é❜✐t ❡st ❧✐♠✐té à WRTT ♣❛q✉❡ts ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✳
❈❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ s✐ ✉♥ ♣❛q✉❡t ❡st ♣❡r❞✉✱ ❝✬❡st q✉✬✐❧ ❛ été r❡❥❡té ♣❛r ✉♥ r♦✉t❡✉r
à ✉♥ ❡♥❞r♦✐t ❝♦♥❣❡st✐♦♥♥é ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ ❡♠♣r✉♥té❡ ♣❛r ❧❡ ♣❛q✉❡t✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ✈r❛✐❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉①
✜❧❛✐r❡s✱ ❝❛r ❧❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ♣❛q✉❡ts ❞✉❡s à ✉♥ ❧✐❡♥ ❞é❢❛✐❧❧❛♥t ② s♦♥t r❛r❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉①
s❛♥s ✜❧✱ ❧❡s ♣❡rt❡s s♦♥t ♣❧✉s ❢réq✉❡♥t❡s✱ ❡t ♥✬✐♥❞✐q✉❡♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t q✉✬✉♥ ❧✐❡♥ ❡st ❞é❢❛✐❧❧❛♥t ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ ✿ ❞❡s ♣❡rt❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r♦✈♦q✉é❡s ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ✢✉① ♦❝❝❛s✐♦♥♥❛♥t
✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt
❞❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ♦✉ ♣❛r ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ♦❜st❛❝❧❡
❡♥tr❡ é♠❡tt❡✉r ❡t ré❝❡♣t❡✉r✳
▲❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❚❈P ❡t ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈ ❞❡ ✽✵✷✳✶✶ s♦♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s ❡t ♦♥t ❢❛✐t
❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ét✉❞❡s✳ ❆❧t♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✐❞❡♥t✐✜❡♥t q✉❛tr❡ ❞✐✣❝✉❧tés ❧✐é❡s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❚❈P ❞❛♥s
❧❡s rés❡❛✉① ✽✵✷✳✶✶ ❬✸✼❪✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ♣r♦♣r❡s ❛✉① rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ ♠♦❜✐❧❡s✱
❧❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és ❛✉① rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ st❛t✐q✉❡s ✿
✕ ❚❈P ♥❡ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ♣❛q✉❡ts ❞✉❡s à ❧❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt❡s ❞✉❡s à ✉♥ ❧✐❡♥ ❞é❢❛✐❧❧❛♥t✱
✕ ❚❈P s♦✉✛r❡ ❞❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ r♦✉t❡ ❢réq✉❡♥t❡s✱
✕ ❚❈P s♦✉✛r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ✐♥tr❛✲✢✉①✱
✕ ❚❈P ♥✬❡st ♣❛s éq✉✐t❛❜❧❡✳
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ❝❛s✱ ❚❈P ré❛❣✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡rr♦♥é❡ ❛✉① ♣❡rt❡s ❞❡ ♣❛q✉❡ts ❞✉❡s à ✉♥ ❧✐❡♥
❞é❢❛✐❧❧❛♥t ❡t ❛✣❝❤❡ ❛❧♦rs ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s✉✐✈❛♥ts✱ ❝✬❡st ❧✬❛❣❣r❡ss✐✈✐té ❞❡ ❚❈P
q✉✐ ❡st ❡♥ ❝❛✉s❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✐❡♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡s ❞✐✣❝✉❧tés✱
♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❚❈P ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡
ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜✐t éq✉✐t❛❜❧❡✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❚❈P ♥❡ ré❣✉❧❡ s♦♥ ❞é❜✐t q✉✬❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❡rt❡s
q✉❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♦❜s❡r✈❡✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛s②♠étr✐q✉❡s ét✉❞✐és ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷
✭st❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s ❛s②♠étr✐q✉❡s✱ ❡t s❝❡♥❛r✐♦ ❞❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s✮✳
❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
Pr♦✜t❡r♦❧❡ ✿ Pr♦♣♦rt✐♦♥♥❛❧ ❋❛✐r ❘❛t❡
❈♦♥tr♦❧ Pr♦t♦❝♦❧
✷✺

❈❤❛♣✐tr❡ ✹
▼♦❞è❧❡s ❡t ♦✉t✐❧s t❤é♦r✐q✉❡s
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉✐ s✉✐t ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❜❛s❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❢❛✐t❡s ❡t ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ❝❤♦✐s✐s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡✳ ❈❡s
♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ✹✳✶✱ ✹✳✷✱ ❡t ✹✳✸✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ✹✳✹ ❡t ✹✳✺ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❧❡s ♦✉t✐❧s
t❤é♦r✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❜✐ts s❡❧♦♥ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐str✐❜✉é✳
✹✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ✽✵✷✳✶✶
▲❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝✱ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✽✵✷✳✶✶ ♣♦s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬❡✣❝❛❝✐té ❡t ❞✬éq✉✐té ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥s✐st❡ à
♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈ ❞❡ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ ❛✜♥ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡t ❧✬éq✉✐té ❞❛♥s ❧❡
rés❡❛✉✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♠é❧✐♦r❡♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❢✉t✉r
♣r♦❝❤❡ q✉✬✐❧ ❢❛✐❧❧❡ s✬❛❝❝♦♠♦❞❡r ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❛r ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈ ✐♠♣❧✐q✉❡
s♦✉✈❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❛rt❡s rés❡❛✉✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ✽✵✷✳✶✶ r❡st❡r❛ ❧❛ ♥♦r♠❡ ❞❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s
t❡♠♣s✱ ❡t ❞❡ ♣❛❧❧✐❡r ❝❡s ❢❛✐❜❧❡ss❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s✱ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡
❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ré❣✉❧❡r ❧❡s ❞é❜✐ts à ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✉♥ ✢✉①✱ à q✉❡❧ ❞é❜✐t ♣❡✉t✲❡❧❧❡
é♠❡ttr❡ ❄ ❉ét❡r♠✐♥❡r ❝❡tt❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐❡♥s rés❡❛✉①✳ ❈❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s s♦♥t ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ✿
✕ ▲❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ✿ ✉♥ é♠❡tt❡✉r ♥❡ ♣❡✉t é♠❡ttr❡ ❝❛r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❧✉✐ s✐❣♥❛❧❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛♥❛❧ ♥✬❡st ♣❛s
❧✐❜r❡ ✭♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❈❧❡❛r ❈❤❛♥♥❡❧ ❆ss❡ss♠❡♥t✱ ✐✳❡ ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs st❛t✐♦♥s é♠❡tt❡♥t à ♣r♦①✐♠✐té✱
❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s s✐❣♥❛✉① r❡ç✉s ❞é♣❛ss❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡✳
✕ ▲❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✿ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❡st ❜r♦✉✐❧❧é❡ ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s s✐❣♥❛✉① ❞❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳
▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✸✹❪ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✿ ❧❡ ♠♦❞è❧❡
♣❤②s✐q✉❡✱ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❛✐r❡✳
❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♣❡✉t êtr❡ r❡ç✉ s✐ ❧❡ ❙■◆❘✶✺ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ❡st s✉♣ér✐❡✉r à
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡✉✐❧✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❞❡✉① tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♣♦✉rr♦♥t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ❙♦✐t
♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❙■◆❘ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❡✉rs ré❝❡♣t❡✉rs r❡s♣❡❝t✐❢s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s q✉✐ ❧❡s sé♣❛r❡♥t
❞✬❛✉tr❡s é♠❡tt❡✉rs s❡❧♦♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✲ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s st❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s❡ r❡♣♦s❡r s✉r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❢❛✐t❡s ♣❛r
❝❤❛q✉❡ st❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ s✬❛✛r❛♥❝❤✐t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ■❝✐✱ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✉ rés❡❛✉ s♦♥t ❧❡s ❧✐❡♥s✱
✐✳❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s é♠❡tt❡✉r✲ré❝❡♣t❡✉r ♦r✐❡♥tés✳
❉❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❛✐r❡✱ ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s✐ ❛✉❝✉♥❡ é♠✐ss✐♦♥ ♥✬❛ ❧✐❡✉
s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❧✬é♠❡tt❡✉r ❝♦♠♠❡ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r
✶✺♣♦✉r r❛♣♣❡❧✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t ♣❧✉s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s
✷✼
✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♦✉t✐❧s t❤é♦r✐q✉❡s
♠♦❞è❧❡✱ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ r❡❣r♦✉♣❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❡t ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❡t ❝✬❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡
❧❡s st❛t✐♦♥s q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ s✐ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✉r❛ ❧✐❡✉✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡ s❡♥s ❞❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♥✬❛
♣❧✉s ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ♣✉✐sq✉❡ é♠❡tt❡✉r ❡t ré❝❡♣t❡✉r ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ▲❡s r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ❞♦♥t ❧❡s
❧✐❡♥s✱ s❛♥s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳
❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♦ù ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ❝❡tt❡
❢♦✐s✲❝✐ ❧❡s st❛t✐♦♥s ❞✉ rés❡❛✉✱ ❡t ♦ù ❧✬♦♥ ♥❡ ♠♦❞é❧✐s❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✳ ▲❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ s❡r♦♥t
❡①♣❧✐q✉és ❧♦rs ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳
◗✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐✱ ♦♥ ✈❛ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✲ q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t
❧✐❡♥s ♦✉ st❛t✐♦♥s ✲ s♦✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❛♣♣❡❧é ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✳
✹✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭●r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✮✳ ❉❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✱ ♦✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉
❣r❛♣❤❡ s♦♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❡t ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts s✐ ❝❡s ❞❡✉① r❡ss♦✉r❝❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s
êtr❡ ❛❝t✐✈é❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❆❧❧♦❝❛t✐♦♥✮✳ ❯♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ X = {x1, x2, . . . xn} ∈ [0, 1]n ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐és à
❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❞é❜✐t ❞❡ ❝❡ s♦♠♠❡t r❛♣♣♦rté à ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ✉♥✐t❛✐r❡✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✮✳ ❯♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ X ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ à
❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ i ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ [0..1] ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r t♦t❛❧❡
xi✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✴ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛✐s❛❜❧❡✮✳ ❯♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ❢❛✐s❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s t❡❧ q✉❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❝t✐✈és
s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ✐✳❡ ❧❡✉rs ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♥❡ s❡ r❡❝♦✉✈r❡♥t ♣❛s✳
❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♦♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐
✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐s❛❜❧❡✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❡st ❞és♦r♠❛✐s ♥♦té G✳
✹✳✶✳✷ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♠❛①✐♠❛✉①
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳ ❙♦✐t I ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♠❛①✐♠❛✉① ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G✳ ❆❧♦rs ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
X = {x1, x2, . . . xn} ❡st ❢❛✐s❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ z = Card(I) ♣♦✐❞s ♥♦♥ ♥é❣❛t✐❢s λ1✱ λ2✱ . . .✱
λz t❡❧s q✉❡ ✿
z∑
i=1
λi ≤ 1 ❡t ∀j ∈ [1, n] xj ≤
∑
i/j∈Ii
λi ✭✹✳✶✮
❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♠❛①✐♠❛✉①✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
❊①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✿
❙♦✐t X ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥
♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ X ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐✈✐s❡ ❧✬✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ❡♥ z s❧♦ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs r❡s♣❡❝t✐✈❡s
λi✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
∑z
i=1 λi ≤ 1 ❛ss✉r❡ q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡①✐st❡✳ ❙♦✐t ❛❧♦rs ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦ù ❝❤❛q✉❡
♥÷✉❞ ❡st ❛❝t✐✈é ❞✉r❛♥t ❧❡s s❧♦ts ❛ss♦❝✐és ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞♦♥t ✐❧ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱
❞❡✉① ♥÷✉❞s ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❝t✐❢s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳
❖♣t✐♠❛❧✐té ✿
❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ X s✉r ✉♥❡ ❞✉ré❡ T ✳ ❆ t♦✉t ✐♥st❛♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♥÷✉❞s ❛❝t✐❢s ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✱ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♠❛①✐♠❛❧ i q✉✐ ❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t✳
λi ❞♦✐t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ t❡❧ q✉❡ T.λi s♦✐t ❧❛ ❞✉ré❡ t♦t❛❧❡ ❞✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ♠❛①✐♠❛❧✳ ❖♥
✈ér✐✜❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❡
∑z
i=1 λi ≤ 1✳
❚♦✉t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛✐s❛❜❧❡ ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♠❛①✐♠❛✉①✳
✹✳✶✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ✽✵✷✳✶✶ ✷✾
❉✐s❝✉ss✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ♠❛①✐♠❛✉① ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s ✉♥
❣r❛♣❤❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝✱
♦ù ❧✬♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✐str✐❜✉é❡s✱ ❝❛r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s♦♥t ❝♦♠♣♦sés ❞❡ st❛t✐♦♥s ❛r❜✐✲
tr❛✐r❡♠❡♥t é❧♦✐❣♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♣❧✉s ❧♦❝❛❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡s ❡t ♣❛r ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s✳
✹✳✶✳✸ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡s
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺✳ ❙✐ A ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡✶✻ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G✱ ❡t X ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s✉r G✱ ❛❧♦rs ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿
AX ≤ ✶ ✭✹✳✷✮
❖♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✿
∀i
∑
j∈V (i)
xj ≤ 1 ✭✹✳✸✮
♦ù V (i) ❡st ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ i ❞❛♥s G✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡s s♦♥t s✉✣s❛♥t❡s ♠❛✐s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢❛✐s❛❜❧❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t X ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s xi ∈ Q✱ xi ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ piqi t❡❧s
q✉❡ pi ∈ Z ❡t qi ∈ N∗✳ ❙♦✐t q ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝♦♠♠✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡s qi✳ ❖♥ réé❝r✐t ❛❧♦rs xi = kiq ✳ ❆❧♦rs ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ réé❝r✐t❡s ✿
∑
j∈V (i)
kj ≤ q ✭✹✳✹✮
♦ù ❱✭✐✮ ❡st ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ i ❞❛♥s G✳
❖♥ ❝♦♥str✉✐t G′ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦ù ❧✬♦♥ ❞✐✈✐s❡ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t i ❞❡ G ❡♥ q s♦✉s✲s♦♠♠❡ts t♦✉s ✈♦✐s✐♥s ❡t ❛②❛♥t
❞❡ ♣❧✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ✈♦✐s✐♥s q✉❡ i✳ ❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✱ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ♥✬❛ ♣❛s ♣❧✉s ❞❡ q− 1 ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s
G′✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ à q ❝♦✉❧❡✉rs ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G′✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡
❣❧♦✉t♦♥✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ ❛❧♦rs ✉♥ s❧♦t ❞❡ ❞✉ré❡ 1/q à ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦ù
❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t i ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❡st ❛❝t✐❢ ❞✉r❛♥t ❧❡s s❧♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ki ❝♦✉❧❡✉rs q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t
❛ttr✐❜✉é❡s ❞❛♥s G′✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉✬♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❢❛✐s❛❜❧❡✳
❉✐s❝✉ss✐♦♥ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t s✉r❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❝♦♥✢✐t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❙✐ G ❡st ✉♥❡ ét♦✐❧❡✶✼ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✹✳✶✮✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡s ✐♠♣♦s❡♥t∑
i∈G) xi ≤ 1✱ s♦✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t i✱ xi = 1/n✱ q✉✐ ❡st très ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❯♥❡ ❛❧✲
❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {1 − τ, τ, τ, · · · } ♦ù τ ∈ [0, 1] ❡st ❢❛✐s❛❜❧❡ ✿ ❧❡ ♥÷✉❞ ❝❡♥tr❛❧ é♠❡t ❞✉r❛♥t 1 − τ ✱ ♣✉✐s
❧❡s ❛✉tr❡s ♥÷✉❞s é♠❡tt❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❞✉ré❡ τ ✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t n ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✱
♦♥ ♣❡✉t r❡♥❞r❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡s ❛✉ss✐ s✉r❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t✳
✹✳✶✳✹ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❝❧✐q✉❡s
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭❈❧✐q✉❡✮✳ ❙♦✐t G(V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ♦r✐❡♥té✳ ❯♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t✶✽ C ❡st ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ C ❡st ❝♦♠♣❧❡t✶✾✳
✶✻Aii = 1 ❡t Aij = 1 s✐ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s i ❡t j s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥t❡s✱ ❡t 0 s✐♥♦♥
✶✼❯♥❡ ét♦✐❧❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ à n s♦♠♠❡ts ♦ù ❧✬✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡st ✈♦✐s✐♥ ❞❡s n− 1 ❛✉tr❡s s♦♠♠❡ts
✶✽❙♦✐t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts V ′ ∈ V ✱ ❧❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r V ′ ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G′(V ′, E′) ♦ù ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡
V ′ s♦♥t r❡❧✐és ❞❛♥s G′ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧s s♦♥t r❡❧✐és ❞❛♥s G✳ ∀e = (v1, v2) ∈ V ′2 ⇒ (e ∈ E ⇔ e ⊂ E′)
✶✾❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡t s✐ t♦✉s s❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t r❡❧✐és ❞❡✉① à ❞❡✉①
✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♦✉t✐❧s t❤é♦r✐q✉❡s
❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❡♥ ét♦✐❧❡ ✿ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡s s♦♥t ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❝♦✉rts ✭❝❡✉① ❡♥t♦✉r❛♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡✮✱ ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❝❧✐q✉❡s s♦♥t ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ❧♦♥❣s✳ ❚♦✉t❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ P❛r❡t♦✲
♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {1− τ, τ, τ, · · · } ♦ù τ ∈ [0, 1]✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✲ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ s♦♠♠❡ts
✲ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳ ▲❡s ❝❧✐q✉❡s ♥❡ s❡♠❜❧❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s q✉❡ ❧❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ✈❛ ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❯♥✐t ❉✐s❦ ●r❛♣❤s✱ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st s✐♠♣❧✐✜é ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❞❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✐❡♥s ♦✉ ❞❡ st❛t✐♦♥s ♣r♦❝❤❡s ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭❈♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❝❧✐q✉❡s✮✳ ❙♦✐t K ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ G✱ ❡t X ✉♥❡ ❛❧❧♦✲
❝❛t✐♦♥ s✉r G✳ ❆❧♦rs ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❝❧✐q✉❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✿
∀k ∈ K
∑
si∈k
xi < 1
❚❤é♦rè♠❡ ✸ ✭◆é❝❡ss✐té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❝❧✐q✉❡s✮✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❝❧✐q✉❡s s♦♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ X ❡①✐st❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✱ ♣❛s ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❝t✐✈é❡ à ❧❛ ❢♦✐s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧
q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ♥✬❡①❝è❞❡ ♣❛s ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❡♥
ét♦✐❧❡✱ é✈♦q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡s ❝❧✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ s♦♠♠❡ts ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❡ s♦♠♠❡t
❝❡♥tr❛❧✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❝❧✐q✉❡s s♦♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✱ ♦ù ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✱ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦ù ♣♦✉r t♦✉t i✱ xi = 1/2✱
q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡✳ ❈❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❡st ❛♣♣❡❧é tr♦✉ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝✐♥q ❀
✐❧ ❧✉✐ ♠❛♥q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣❡r❢❡❝t✐♦♥✱ ❞é❝r✐t❡ ♣❧✉s ❜❛s✳
✹✳✶✳✺ ●r❛♣❤❡s ♣❛r❢❛✐ts
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭●r❛♣❤❡ ♣❛r❢❛✐t✮✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✐t ♣❛r❢❛✐t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ❡st
é❣❛❧ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝❧✐q✉❡✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦❧♦r✐❡r
❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ✈♦✐s✐♥s s♦✐❡♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ▲❡ ♣r♦❜✲
❧è♠❡ ❞✉ ❝♦❧♦r✐❛❣❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ✐♥t✐♠❡♠❡♥t ❧✐é ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡
✹✳✶✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ✽✵✷✳✶✶ ✸✶
?
B
C
A
D
E
❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ X = {∀i, xi = 1/2} ♥✬❡st ♣❛s ♦r❞♦♥♥❛♥ç❛❜❧❡ ✿ s✐ ❧❡ ♥÷✉❞ B ❡st ❛❝t✐❢ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛
♠♦✐t✐é ❞✉ t❡♠♣s ✭❝♦✉❧❡✉r ❜❧❡✉❡✮✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♥÷✉❞s A ❡t C ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛❝t✐❢s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ r❡st❡ ❞✉ t❡♠♣s
✭❝♦✉❧❡✉r ✈❡rt❡✮✳ ❖♥ ❛rr✐✈❡ à ✉♥❡ ✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡ ♥÷✉❞ E✳
❝♦♥✢✐t ✿ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✲
♠❡♥t✱ ❡t ❧✬♦♥ ✈❡✉t ✐♥t❡r❞✐r❡ q✉❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❛✐❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❡t
❞♦♥❝ q✉✬✐❧s s♦✐❡♥t ❛❝t✐❢s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ▼❛✐s à q✉♦✐ r❡ss❡♠❜❧❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❛r❢❛✐t ❄ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱
q✉✐ ❡st r❡sté ✉♥❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❞❡ ❈❧❛✉❞❡ ❇❡r❣❡✱ ❧✬✐♥✈❡♥t❡✉r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❛r❢❛✐ts✱ ♥✬❛ été ❞é♠♦♥tré q✉❡ très
ré❝❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ ♣❛❣❡s✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ très ♣✉✐ss❛♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡
✐❞é❡ ❛ss❡③ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❛r❢❛✐ts ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✹ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❢♦rt ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❛r❢❛✐ts✮✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ♣❛r❢❛✐t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♥✐ ❧✉✐✱ ♥✐
s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❝②❝❧❡ s❛♥s ❝♦r❞❡ ✐♥❞✉✐t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♠♣❛✐r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝✐♥q✳
❏❡ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤ G(V,E) ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G′ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
V ′ ∈ V ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ G ❡t ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ V ′ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡
G✳ ❯♥ ❝②❝❧❡ s❛♥s ❝♦r❞❡ ❡st ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é tr♦✉✳ ❈❡s tr♦✉s s♦♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡
❝♦♥✢✐t ❞❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺ ✭❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s✉✣s❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❝❧✐q✉❡s ❬✸✺❪✮✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❝❧✐q✉❡s s♦♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ G ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❛r❢❛✐t✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ s✉✣s❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♣❛r ❧✐❣♥❡s ✿
✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❛✐t ∀i✱ xi ∈ Q ❡t ♣♦s♦♥s xi = piq ✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G′ ♦ù ❧❡ s♦♠♠❡t i ❡st
r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❛ ❝❧✐q✉❡ Kpi ✭✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ pi✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❡♥tr❡ t♦✉s ❧❡s
s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡✉① ❞❡ ❝❡s ❝❧✐q✉❡s ✈♦✐s✐♥❡s ❞❛♥s G✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ G′ r❡st❡ ♣❛r❢❛✐t ♣❛r ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✭❝❡ q✉✐ s❡ ❞é♠♦♥tr❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❛r❢❛✐ts ✿ ❛✉❝✉♥ ❝②❝❧❡ s❛♥s ❝♦r❞❡ ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r ✐♠♣❛✐r❡✮✳
✷✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❛❧♦rs ✿
∀k ∈ K
∑
si∈k
pi < q
✸✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s G′ ❡st ❞♦♥❝ ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r q✳ G′ ét❛♥t ♣❛r❢❛✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
q✲❝♦❧♦r✐❛❣❡ ❞❡ G′✳
✹✳ ❖♥ ❞✐✈✐s❡ ❛❧♦rs ❧❡ t❡♠♣s ❡♥ q s❧♦ts✱ ❡t ❧❛ st❛t✐♦♥ si ♣❡✉t é♠❡ttr❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s s❧♦ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
s❡s ❝♦✉❧❡✉rs✳
✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♦✉t✐❧s t❤é♦r✐q✉❡s
❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ♣♦✉r t♦✉t X ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r
❝❧✐q✉❡s✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❞♦♥❝ s✉✣s❛♥t❡s ❡♥ ♣❧✉s ❞✬êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❛r❢❛✐ts✳
❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡
à tr♦✉✈❡r ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ X ∈ Rn✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r X ′ ∈ Qn ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❞❡ X ✭Q ❡st ❞❡♥s❡ ❞❛♥s R✮✱ ♠❛✐s ♣❧✉s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♣ré❝✐s❡✱ ❡t ♣❧✉s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ q ❡st
é❧❡✈é❡✳ ❊t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ t❡♠♣s ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✈✐s✐❜❧❡ à ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ✈❛ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡s
❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❞❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ s♦♥t ♣r❡sq✉❡ ♣❛r❢❛✐ts✳ ❆ ❞é❢❛✉t ❞❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❢❛✐s❛❜❧❡✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♣❛r ❝❧✐q✉❡s✳
P♦✉r rés✉♠❡r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿
✕ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱
✕ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡s✱
✕ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❝❧✐q✉❡s✱
❉❡ ❝❡s tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ s❡✉❧ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t
s✉✣s❛♥t❡s✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts s♦♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✐✣❝✐❧❡s à ✉t✐❧✐s❡r
❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉é✳ ❙✉r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦♥✢✐t q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣♦✉r ❧❡s ✉♥❡s✱ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t s✉r❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s✱ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t
s♦✉s✲❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❞❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ ♥❡ s♦♥t ♣❛s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❙✐ ❧✬♦♥
❛❞♠❡t q✉❡❧q✉❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬✐❧s ♦♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ r❡♥❞❡♥t ❝❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s✳
✹✳✷ ❯♥✐t ❉✐s❦ ●r❛♣❤s
✹✳✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡s ❯♥✐t ❉✐s❦ ●r❛♣❤s ✭❯❉●✮ ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵✲✾✵ ❬✷✷❪ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ t❡❧ ❣r❛♣❤❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧❡s st❛t✐♦♥s ❞✉ rés❡❛✉✱ ♦✉ s❡s
❧✐❡♥s✱ s❡❧♦♥ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠♦❞é❧✐s❡r✳ ❉❡✉① s♦♠♠❡ts s♦♥t r❡❧✐és ❞❛♥s ❝❡ ❣r❛♣❤❡ s✐ ❝❡s st❛t✐♦♥s s♦♥t
à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ s❡✉✐❧✳ ❈❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱
❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡✱ ♦✉ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✲ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té à ♣r♦✈♦q✉❡r ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✲ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s st❛t✐♦♥s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♦♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ ✿
✕ ❈♦❧♦r✐❛❣❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✿ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❛ttr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❞❡ s♦rt❡
à ❝❡ q✉❡ ❞❡✉① st❛t✐♦♥s ✈♦✐s✐♥❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts✳
✕ ▼✐♥✐♠✉♠ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ s❡t ✿ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ st❛t✐♦♥s q✉✐ ❥♦✉❡r♦♥t ❧❡ rô❧❡ ❞✬❛r❜✐tr❡s
❧♦❝❛✉①✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ st❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ s♦✐t à ♣♦rté❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❛r❜✐tr❡✳
✕ ❈♦♥♥❡❝t❡❞ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ s❡t ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜✐tr❡s ❞♦✐t ❢♦r♠❡r ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡✳
✕ ❆❧❧ ▼❛①✐♠❛❧ ❝❧✐q✉❡s ✿ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡
✭♣❛s ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ st❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉t é♠❡ttr❡ ❛✉ ♠ê♠❡ ✐♥st❛♥t✮✳
✕ ❆❧❧ ▼❛①✐♠❛❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡t ✿ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❝❛r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❡♥tr❛❧✐sés ♣❛r
♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① ❝❧✐q✉❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❧♦❝❛❧❡s✱ ❡t ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✐str✐❜✉és✳
✹✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r♦♣r✐étés
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭❯♥✐t ❉✐s❦ ●r❛♣❤✮✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é P ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t s♦♥
❯♥✐t ❉✐s❦ ●r❛♣❤ ❛ss♦❝✐é G(V,E) ♦ù
✕ à ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ P ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❛♥s V ✱
✕ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥tr❡ ✷ s♦♠♠❡ts s✐ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❛ss♦❝✐és ❡st ❛✉
♣❧✉s ✶✳
✹✳✷✳ ❯♥✐t ❉✐s❦ ●r❛♣❤s ✸✸
❯♥ ❯❉● ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐sq✉❡s ❞❡ r❛②♦♥ 12 ✳ ❖♥
♣❡✉t ❛✉ss✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s ❯♥✐t ❉✐s❦ ●r❛♣❤s à ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ❞✐sq✉❡s ♣❛r ❞❡s
❜♦✉❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ q✉✬❛✉ ❝❛s à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
Pr♦♣r✐été ✶✳ ❙♦✐t G(V,E) ✉♥ ❯❉●✳ ∀x ∈ V ✱ ♦♥ ♥♦t❡ N(x) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ x✱ x ❝♦♠♣r✐s✳
❆❧♦rs N(x) ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ✺✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡t ✐♠♠é❞✐❛t❡ ✿ s✐ x ❛ s✐① ✈♦✐s✐♥s ♦✉ ♣❧✉s✱ ❛❧♦rs ❞❡✉① ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① s♦♥t ✈♦✐s✐♥s✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❞✐t❡ ❞❡s ❯❉● ✿
Pr♦♣r✐été ✷✳ ❙♦✐t G(V,E) ✉♥ ❯❉●✳ ❆❧♦rs G ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à K1,6
✷✵✳
Pr♦♣r✐été ✸✳ ▲❡s ❯❉● ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❛r❢❛✐ts✳
▲❡ tr♦✉ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❝②❝❧❡ s❛♥s ❝♦r❞❡✱ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❝✐♥q ❡st ✉♥ ❯❉●✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ s♦✉s✲
str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❞✐t❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❛r❢❛✐ts✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t ♣❧❛❝❡r ❝✐♥q ♣♦✐♥ts ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ♣❡♥t❛❣♦♥❡
ré❣✉❧✐❡r ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ❝ôté ❞✉ ♣❡♥t❛❣♦♥❡ s♦✐t ♠♦✐♥s ❞❡ ✉♥✱ ♠❛✐s q✉❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ♥♦♥ ✈♦✐s✐♥s s♦✐❡♥t
é❧♦✐❣♥és ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✉♥✳
Pr♦♣r✐été ✹✳ ▲❡s ❯❉● ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s✳
▲❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❝✐♥q✱ K5 ❡st ✉♥ ❯❉●✳ ❍♦rs✱ ❝✬❡st ✉♥❡ s♦✉s✲str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❞✐t❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❧❛♥❛✐r❡ ❞❡ ❞❡❣ré ✐♥❢ér✐❡✉r à q✉❛tr❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s ✉♥ ❯❉● ✭t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❱❛❧✐❛♥t ❞❛♥s ❬✻✹❪✱ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ◆P✲❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝✐tés
❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
◗✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❞✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❧❡ r❡st❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❯❉●✳ ❈♦❧❜♦✉r♥
❡t ❈❧❛r❦❡ ❬✷✷❪ ❞♦♥♥❡♥t ❡♥ ✶✾✾✵ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❧❡s ❯❉●✱ ❝♦♥s✐❣♥é❡s ❞❛♥s ❧❡
t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❧✐q✉❡
♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❡t ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❞❛♥s ❬✺✶❪✳
◆♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t
❈❧✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ P♦❧②♥♦♠✐❛❧
❊♥s✳ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ◆P✲❝♦♠♣❧❡t
❊♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ◆P✲❝♦♠♣❧❡t
❊♥s❡♠❜❧❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥♥❡❝té ◆P✲❝♦♠♣❧❡t
❈✐r❝✉✐t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t
❘❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ◆P✲❞✉r ❬✶✷❪
❚❛❜✳ ✹✳✶ ✕ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡s ❯❉● ❡t ❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①✐té
✹✳✷✳✸ ❇♦r♥❡ s✉r ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥
❙♦✐tG(V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❡t ❳ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❡♥t✐❡r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n = ❈❛r❞(V )✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à s❛✈♦✐r ❝♦♠❜✐❡♥
❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❝♦❧♦r✐❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G ❞❡ s♦rt❡ à ❝❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t i s♦✐t
❝♦❧♦r✐é ❛✈❡❝ xi ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❡t q✉❡ ❞❡✉① ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s G ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳ P♦✉r
rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ GX ✱ ❣r❛♣❤❡ ♦ù ❧✬♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t
i ❞❡ G ♣❛r ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ xi✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ é♥♦♥❝é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t r❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ à tr♦✉✈❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ GX ✳
✷✵Kn,m ❡st ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ n + m s♦♠♠❡ts ❡t n ∗ m ❛rêt❡s ♦ù ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s n
s♦♠♠❡ts ❡st r❡❧✐é ❛✉① m ❛✉tr❡s s♦♠♠❡ts✳ K1,6 ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡♥ ét♦✐❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s♦♠♠❡t ❛✉ ❝❡♥tr❡✱ ❡t s✐① ❜r❛♥❝❤❡s✳
✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♦✉t✐❧s t❤é♦r✐q✉❡s
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬✸✷❪ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✐♠♣(G) = lim
K→∞
max
{
χ(GX)
ω(GX)
, X ∈ N,max
i≤n
(xi) = K
}
■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡t ♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡
❞❡ GX ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❝❛s✳ ❈❡ r❛♣♣♦rt ✐♥❞✐q✉❡ ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❝❧✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ s♦✉s✲❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❘❡♠❛rq✉❡s ✿
✕ imp(G) = 1 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ G ❡st ♣❛r❢❛✐t
✕ imp(G) > 1 s✐♥♦♥✳
✕ ▲❡ ❞❡❣ré ❞✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❣r❛♥❞ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ▼②❝✐❡❧s❦✐ ❞❛♥s ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ●r❛♣❤ ❚❤❡♦r② ❞❡ ❉♦✉❣❧❛s ❲❡st ❬✻✾❪✱ ♣❛❣❡ ✷✵✺✲
✷✵✻✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳ ❙✐ G ❡st ✉♥ ❯❉●✱ ❛❧♦rs ✿
imp(G) ≤ 1 + 2√
3
❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬✸✺❪✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs s✉❣❣èr❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ s♦✐t ❧❛r❣❡✱ ❡t q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡
t❤é♦r✐q✉❡ ❡st 32 ✱ ❜♦r♥❡ ❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r ❧❡ tr♦✉ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 5✱ ♦ù χ(G) = 3 ❡t ω(G) = 2✳ Pr♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❡st
❞❡ 32 ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt✳
❈❡ rés✉❧t❛t ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r
❝❧✐q✉❡s✱ s♦♥t✱ ❡❧❧❡s✱ s✉✣s❛♥t❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✼ ✭❙❝❛❧❡❞ ❈❧✐q✉❡ ❈♦♥str❛✐♥ts ❬✸✺❪✮✳ ❙♦✐t G ✉♥ ❯❉●✳ ❙♦✐t K ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s
❞❡ G✱ ❡t C ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ♠❡❞✐✉♠ r❛❞✐♦✳ ❆❧♦rs ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s✉✣s❛♥t❡s ✿
∀k ∈ K
∑
si∈k
xi <
C
1 + 2√
3
✹✳✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❞❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ❞❡s ❯❉●✱ ♣✉✐sq✉❡ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐st❡ ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❞✐sq✉❡ ♣❛r❢❛✐t✱ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞❡ ❝ré❞✐t
❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❝❧✐q✉❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ❜♦r♥❡ t❤é♦r✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❯❉●
❡st ❛✉ ♠✐❡✉① 32 ✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✺✵❪✱ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✐♠♣❡r❢❡❝t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❯❉● ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ♣❧❛ç❛♥t
❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts s✉r ❧❡ ♣❧❛♥✱ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡ ❞❡❣ré ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1 ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱
♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ q✉✬✐❧ ❡st ❛ss❡③ ✐♠♣r♦❜❛❜❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❡r ✉♥ tr♦✉ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 5 ✭❡t s♦♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❧✬❡st
❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s✮ ❞❛♥s ✉♥ ❯♥✐t ❉✐s❦ ●r❛♣❤✱ ❡t ❞✬❛✉t❛♥t ♠♦✐♥s ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ❞❡♥s❡✳
✹✳✸ ❱♦✐s✐♥❛❣❡ à ❦ s❛✉ts
▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① st❛t✐♦♥s ❡st ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❛ss❡③ ♣❡✉ ✜❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t à
♣♦rté❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣ré✈✐s✐❜✐❧✐té ❞✉ ♠❡❞✐✉♠ r❛❞✐♦✱ ❡t s✉rt♦✉t✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞✐✣❝✐❧❡ à ♦❜t❡♥✐r✳ ❆✜♥ ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛✉ts r❛❞✐♦✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ♠❡♥❛♥t ❞✬✉♥❡ st❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳
▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛✉ts ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ st❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❧✉s ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ❞❡♥s❡✱ ❡t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡
❡st ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬✉♥❡ st❛t✐♦♥ s✐t✉é❡ à k s❛✉ts s♦✐t à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✈♦✐s✐♥❛♥t k ❢♦✐s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳
✹✳✹✳ ❊q✉✐té ❡t ❋♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢ ✸✺
n ✶✵✵ ✷✵✵ ✸✵✵ ✺✵✵ ✽✵✵ ✷✵✵✵
δ π 2π 3π 5π 8π 20π
❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ n ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥÷✉❞s✮ ❡t ❧❛ ❞❡♥s✐té δ ✭♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♥÷✉❞s ♣❛r
③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ πd2✮
❉✐st❛♥❝❡ ✶ s❛✉t ✷ s❛✉ts ✸ s❛✉ts ✹ s❛✉ts ✺ s❛✉ts ✻ s❛✉ts ✼ s❛✉ts ❚♦t❛❧
✵✲✷✺ ✾✷ ✾✷
✷✺✲✺✵ ✸✵✹ ✸✵✹
✺✵✲✼✺ ✹✻✵ ✹✻✵
✼✺✲✶✵✵ ✻✸✽ ✻✸✽
✶✵✵✲✶✷✺ ✽✾✺ ✻ ✶ ✾✵✷
✶✷✺✲✶✺✵ ✶✵✾✺ ✺✹ ✶ ✷ ✶✶✺✷
✶✺✵✲✶✼✺ ✾✼✻ ✸✶✶ ✽ ✶ ✶ ✶✷✾✼
✶✼✺✲✷✵✵ ✸✺✹ ✶✵✼✹ ✷✶ ✶ ✶✹✺✵
✷✵✵✲✷✷✺ ✶✺✵✺ ✶✹✵ ✼ ✷ ✶✻✺✹
✷✷✺✲✷✺✵ ✶✸✽✼ ✹✾✾ ✶✵ ✶ ✶✽✾✼
✷✺✵✲✷✼✺ ✼✵✵ ✶✷✼✾ ✸✺ ✹ ✷✵✶✽
✷✼✺✲✸✵✵ ✼✾ ✶✾✸✾ ✶✺✽ ✽ ✶ ✷✶✽✺
✸✵✵✲✸✷✺ ✶✽✺✷ ✻✶✵ ✶✹ ✷ ✷✹✼✽
✸✷✺✲✸✺✵ ✶✶✼✸ ✶✺✶✼ ✹✾ ✺ ✷✼✹✹
✸✺✵✲✸✼✺ ✸✶✶ ✷✸✽✼ ✶✽✹ ✺ ✷✽✽✼
✸✼✺✲✹✵✵ ✶✵ ✷✹✶✺ ✻✸✵ ✷✵ ✸✵✼✻
❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ❘é♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛✉ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝❛rré✳ ❘és✉❧t❛ts ♣♦✉r
n = 500✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✶✵✵ ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣té✱ ❞❛♥s ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ✶✷✺✲✶✺✵ ♠✱
✶✵✾✺ st❛t✐♦♥s à ❞❡✉① s❛✉ts ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✺✹ à ✸ s❛✉ts✱ ✶ à ✹ s❛✉ts✱ ❡t ✷ à ✺ s❛✉ts s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✶✵✵
❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ♣❧❛ç❛♥t n st❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛rré ❞❡
t❛✐❧❧❡ 1000 × 1000 s❡❧♦♥ ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❛❧é❛t♦✐r❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
d = 100m✱ ♦♥ ❛ ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ st❛t✐♦♥ ❧❛ r♦✉t❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛✉ts ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝❛rré✱
q✉✬♦♥ ♠❡t ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ré❡❧❧❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❞❡♥s✐té δ ✭✈♦✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡
❞❡♥s✐té ❡t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ st❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✸✮✱ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛ été r❡♥♦✉✈❡❧é❡ ❝❡♥t ❢♦✐s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡
tr❛♥❝❤❡ ❞❡ ✷✺ ♠ ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s st❛t✐♦♥s ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s❛✉ts✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✹ ❞♦♥♥❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛❣ré❣és ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝ n = 500✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ❞♦♥♥❡ ❝❡s
rés✉❧t❛ts s♦✉s ❢♦r♠❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳
❖♥ ♣❡✉t t✐r❡r ❞❡✉① ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✿
✕ P♦✉r ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 2π ✭s♦✐t ♠♦✐♥s ❞❡ 6 ♥÷✉❞s à ♣♦rté❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✮✱ ❧❡
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥❡①❡✱ ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♥÷✉❞s s♦♥t ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ✭r❡♣rés❡♥tés
❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ③❡r♦ s❛✉t✮✳ P♦✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞❡♥s✐té✱ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛✉ts ♥❡ ♣❡✉t êtr❡
✉t✐❧✐sé❡✳
✕ P♦✉r ❞❡s ❞❡♥s✐tés ♣❧✉s ❢♦rt❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛✉ts ❡st ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❛ss❡③ ✜❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡
❞❡✉① st❛t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❞❡✈✐❡♥t ❞❡ ♠♦✐♥s ❡♥ ♠♦✐♥s ✜❛❜❧❡ à ♠❡s✉r❡ q✉✬♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛✉ts✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r δ = 2π✱ 10% ❞❡s ♥÷✉❞s s✐t✉és à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✷✵✵ ♠ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉
❝❛rré✱ s♦✐t ❡♥tr❡ d ❡t 2d✱ s❡ tr♦✉✈❡♥t à ♣❧✉s ❞❡ 5 s❛✉ts✳ P♦✉r δ = 5π✱ ✽✵✪ ❞❡s ♥÷✉❞s à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ 0 ❡t 200m s♦♥t à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ 2 s❛✉ts✱ ❡t ❧❛ ❣r❛♥❞ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♥÷✉❞s
à ✹ s❛✉ts ♦✉ ♠♦✐♥s s♦♥t s✐t✉és à ♠♦✐♥s ❞❡ ✸✵✵ ♠✳
✹✳✹ ❊q✉✐té ❡t ❋♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢
▲❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♦♥t ♠♦♥tré ❞✐✈❡rs❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉①
❛❞ ❤♦❝ s♦✉s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❛✐s❛❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s X ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❞é❜✐ts q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ X✱ ❝❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t s❛t✉ré❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❛✐s❛❜❧❡✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs✲❧✐♠✐t❡s s♦♥t ❞✐t❡s P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ ❞é❜✐t
t♦t❛❧✱ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❛①✲♠✐♥✱ ♦✉ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡✲éq✉✐t❛❜❧❡✱ s♦♥t ❛✉t❛♥t ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s P❛r❡t♦✲
♦♣t✐♠❛❧❡s✳ ▲❡ rô❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❝❡s ❝♦♥❝❡♣ts✳
✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♦✉t✐❧s t❤é♦r✐q✉❡s
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❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♥÷✉❞s ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛✉ts ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡♥s✐tés✳
▲❡s ♥÷✉❞s ♥♦♥ ❝♦♥♥❡❝tés s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ✵ ❤♦♣s✳ ▲❡s ♥÷✉❞s à ♣❧✉s ❞❡ 6 ❤♦♣s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
r❡♣rés❡♥tés✳ ❈❤❛q✉❡ ❜❛rr❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ tr❛♥❝❤❡ ❞❡ ✷✺ ♠ ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳
▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❧❡✉rs ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ st❛t✐♦♥s à ✉♥ s❛✉t✱ à ❞❡✉① s❛✉ts✱ ❡t❝✳✳✳
♣❛r♠✐ ❝❡s st❛t✐♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❧❛ ♣❧✉s ❜❛ss❡✱ δ = π✱ ✉♥❡ st❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡
✶✵✵ ♠ ❡t ✶✷✺ ♠ ❛ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✻✵✪ ❞✬êtr❡ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡ ❡♥ ❞❡✉① s❛✉ts✱ ❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✪ ❞✬êtr❡
à tr♦✐s s❛✉ts ♦✉ ♣❧✉s✱ ❡t ✸✵✪ ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❥♦✐❣♥❛❜❧❡ ❞✉ t♦✉t ✭r❡♣rés❡♥tés ❡♥ r♦✉❣❡ s✉r ❧❡
❣r❛♣❤✐q✉❡✮✳
✹✳✹✳ ❊q✉✐té ❡t ❋♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢ ✸✼
✹✳✹✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❉♦♠❛✐♥❡ ❢❛✐s❛❜❧❡✮✳ ❙♦✐t ❧✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ E = Rn ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n ∈ N∗✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
E ❡st ♥♦té X = (X1, X2, . . . , Xn)✳ ❖♥ ♠✉♥✐t E ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣❛rt✐❡❧  t❡❧❧❡ q✉❡
X  Y ⇔ ∀i ∈ [1..n] Xi ≤ Yi
❙♦✐t ✉♥ ❡♥t✐❡r m ∈ N∗ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ C ❞❡ ❊ ❞❛♥s Rm q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❆❧♦rs ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❢❛✐s❛❜❧❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
{X ∈ E t❡❧ q✉❡ C(X)  0m}
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐té✮✳ Xp ∈ E ❡st ❞✐t P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧ s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ C s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿
∀Y ∈ E ⇒ (Xp  Y ⇒ C(Y ) 6 0m)
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧✐té ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡✱ ♦ù ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❞❡ P❛r❡t♦ ❡st ✉♥
ét❛t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ❜✐❡♥✲êtr❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ s❛♥s ❞étér✐♦r❡r ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡✳ ■❝✐✱
❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s s♦♥t ❧❡s n ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r Xp✱ ❡t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
s❛♥s q✉✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥❡ s♦✐t ❞é♣❛ssé❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡❧❛ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s q✉❡ C(Xp) = 0✳
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳ ❙✐ ❈ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭✐✳❡✳ t♦✉t❡s s❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s s♦♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡s✮✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❛✐s❛❜❧❡
❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡①❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t D ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❛✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ C✱ ❞♦♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
Ci, i ∈ 1..n ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❙♦✐t X,Y ∈ D2 ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❛✐s❛❜❧❡✳ ❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿
∀α ∈ R, 0 < α < 1⇒ C(Z)  0m ❛✈❡❝ Z = αX + (1− α)Y
P♦✉r t♦✉t i ∈ 1..n✱ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s i❡♠❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s xi ❡t yi ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs X ❡t Y ✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡
❣é♥ér❛❧✐té✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ xi < yi✳ ❆❧♦rs xi < zi < yi✱ ❡t ♣❛r ❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ Ci✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ Ci(Z) ≤ Ci(Y ) ≤
0✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ C(Z)  0m✱ ❡t Z ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢❛✐s❛❜❧❡✳
❋♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ✭✐✳❡✳ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮✱ ❡t ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❧❡ ♦✉ ❧❡s ♣♦✐♥ts q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡♥t ✲ ♦✉ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t
✲ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡
♣❛ss❛♥t❡ ❡♥tr❡ ✢✉①✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❡t r❡♥✲
✈♦②❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ q✉✐ ❞♦✐t r❡✢ét❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✱ ❡t ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥
❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞✉ rés❡❛✉✳ ❏❡ ♣rés❡♥t❡ ❝✐✲❛♣rès q✉❡❧q✉❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢s ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t✳ P♦✉r
✐❧❧✉str❡r ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ❙♦✐❡♥t xa✱ xb✱ ❡t xc ❧❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s A✱ B✱ ❡t C ♣❡✉✈❡♥t
tr❛♥s♠❡ttr❡✳ A ❡t C s♦♥t ❧❡s ♣❛✐r❡s ❡①tér✐❡✉r❡s✱ ❡t B ❧❛ ♣❛✐r❡ ❝❡♥tr❛❧❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❈❙▼❆✱ B ♥❡ ♣❡✉t é♠❡ttr❡ q✉❛♥❞ A ♦✉ C é♠❡tt❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r xa✱ xb ❡t xc s✬é❝r✐✈❡♥t ✿{
xa + xb ≤ 1
xb + xc ≤ 1
✹✳✹✳✷ ▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉
❈❡ ❝r✐tèr❡ ✈❛ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❧✬❡①♣❧♦✐t❛♥t ❞✉ rés❡❛✉✱ ♦✉ ❞✉ ❢♦✉r♥✐ss❡✉r ❞✬❛❝❝ès✱ q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡
à ❝❡ q✉❡ s♦♥ rés❡❛✉ s♦✐t ✉t✐❧✐sé ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❞♦♥❝ ✿
U✉t✐❧(x) =
∑
i∈[1..n]
xi
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ xa + xb + xc ❡st (1, 0, 1)✳ ▲❛ ♣❛✐r❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ♥✬❛
❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❝❡ ❝r✐tèr❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st à ♣❡✉ ❞❡ ❝❤♦s❡s ♣rès ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✈❡❝
✽✵✷✳✶✶✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ❧❡ ♠♦✐♥s éq✉✐t❛❜❧❡ q✉✐ s♦✐t ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ rés❡❛✉✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ s❡r✈✐r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs q✉✐ ❝♦♥s♦♠♠❡♥t ❧❡ ♠♦✐♥s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ■❝✐✱ ❧❛ ♣❛✐r❡ B
❝♦♥s♦♠♠❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡s ♣❛✐r❡s A ❡t C✱ ❡t ❡st ❞♦♥❝ s❡r✈✐❡ ❡♥ ❞❡r♥✐❡r✳
✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♦✉t✐❧s t❤é♦r✐q✉❡s
✹✳✹✳✸ ❊q✉✐té ♠❛①✲♠✐♥
❯♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ X ❡st ❞✐t❡ ♠❛①✲♠✐♥ éq✉✐t❛❜❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✿
∀Y ∈ D ⇒ yk > xk ⇒ ∃s ∈ [1..n] t❡❧ q✉❡ xs ≥ xk ❡t ys < xs
■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧✬éq✉✐té ♠❛①✲♠✐♥✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❡st ❧❛ ♣❧✉s éq✉✐t❛❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈✬❡st ❧✬éq✉✐té
♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ❣❛✐♥ ❞✬✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r s❛♥s ré❞✉✐r❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r q✉✐ ét❛✐t ❞é❥à
❞é❢❛✈♦r✐sé ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r❡♠✐❡r✳ ▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❛①✲♠✐♥ éq✉✐t❛❜❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❣❧♦✉t♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ✿ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❛❧❧♦✉é❡ à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s♦✐t s❛t✉ré❡✱ ♣✉✐s ♦♥ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs
♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ♣❛s ❞❛♥s ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s❛t✉ré❡✳
❙❡❧♦♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❛①✲♠✐♥ éq✉✐t❛❜❧❡ ❡st ✉♥✐q✉❡✳ ■❧ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❝♦✉r❛♥t
❞❡ ♣❛r❧❡r ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❛①✲♠✐♥ éq✉✐t❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐❢ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
U♠❛①✲♠✐♥(x) = min
i∈[1..n]
xi ✭✹✳✺✮
❉❛♥s ❧❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❞❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s✱ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❛①✲♠✐♥ éq✉✐t❛❜❧❡ ❡st ( 12 ,
1
2 ,
1
2 ) ✿ ❧❛ ♣❛✐r❡ B é♠❡t ♣❡♥❞❛♥t
❧❛ ♠♦✐t✐é ❞✉ t❡♠♣s✱ ❡t ❧❡s ♣❛✐r❡s A ❡t C é♠❡tt❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛✉tr❡ ♠♦✐t✐é✳
✹✳✹✳✹ ❊q✉✐té ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡
▲✬éq✉✐té ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❑❡❧❧②✱ ❡st ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s❝❤é♠❛s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ▲❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ✿
U♣r♦♣(x) =
∑
i∈[1..n]
lnxi
❆♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s✱ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡✲éq✉✐t❛❜❧❡ ❡st ( 23 ,
1
3 ,
2
3 )✳
✹✳✹✳✺ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡s t②♣❡s ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷ rés✉♠❡ q✉❡❧q✉❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡s tr♦✐s
♣❛✐r❡s✳ ❈❡ t❛❜❧❡❛✉ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ éq✉✐té✱ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❏❛✐♥✱ ❡t
❡✣❝❛❝✐té✱ ♠❡s✉ré❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞é❜✐ts ❞✉ rés❡❛✉✳ ▼♦ ❡t ❲❛❧r❛♥❞ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s tr♦✐s ❝r✐tèr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❡t ✐❧❧✉str❡♥t ❜✐❡♥ ❝❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❬✺✸❪✱ rés✉♠é
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ ✿
Uα(x) =
{
1
1−α
∑
xi
1−α s✐ α ∈ [0,+∞[\1∑
lnxi s✐♥♦♥
✭✹✳✻✮
❆ q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣rès✱ q✉✐ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s s♦♥t ❝❧❛ssé❡s✱
♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❝✐té❡s ♣❧✉s ❤❛✉t ✿
✕ α = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t t♦t❛❧✱
✕ q✉❛♥❞ α t❡♥❞ ✈❡rs +∞✱ min(xi) ❞❡✈✐❡♥t ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s xi ❡t Uα t❡♥❞ ✈❡rs
U♠❛①✲♠✐♥
✷✶
✕ q✉❛♥❞ α t❡♥❞ ✈❡rs 1✱ xi1−α ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à 1+ (1−α) lnxi✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ♣rès✱ U1+ ❡st ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬éq✉✐té ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡✱
✕ ❡♥✜♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ U2 ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❧❛✐✳
✷✶❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r 1− α ❡t ❡♥ ❧✬é❧❡✈❛♥t à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ 1/(1− α)
✹✳✺✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t r❡❧❛①❛t✐♦♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ✸✾
❚②♣❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ▼❛①✲♠✐♥ Pr♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ▼❛①✳ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉
❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ( 12 ,
1
2 ,
1
2 ) (
2
3 ,
1
3 ,
2
3 ) (1, 0, 1)
❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ✭
∑
xi✮ 32
5
3 ✷
■♥❞❡① ❞❡ ❏❛✐♥ ✭ (
P
xi)
2
n∗P x2
i
✮ ✶ 2527
2
3
❚❛❜✳ ✹✳✷ ✕ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❞❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s ❞✬éq✉✐té✳ ▲✬✐♥❞❡①
❞❡ ❏❛✐♥ ❬✺✽❪ ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬éq✉✐té q✉✐ ✈❛ ❞❡ 1n ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s
à ✉♥ s❡✉❧ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ à 1 ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t é❣❛❧❡✳
α = 0 α = 1
Équité
α→ +∞α = 2
Équité proportionnelle Équité max-min
Max. débit
Min. délai
Eaité
❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ ❈♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❡✣❝❛❝✐té ❡t éq✉✐té ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✻
✹✳✺ Pr♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t r❡❧❛①❛t✐♦♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✱ ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧ s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à rés♦✉❞r❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❜✐ts ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❝❡t ♦✉t✐❧✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ♣rés❡♥ts
❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ ❧✐✈r❡ s✉r ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ❉✐♠✐tr✐ ❇❡rts❡❦❛s ❬✾❪✱
❝❡rt❡s ❜r✐❧❧❛♥t✱ ♠❛✐s s✐ ♣ré❝✐s q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❡♥ êtr❡ ❢❛st✐❞✐❡✉①✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡✉r é♥♦♥❝é✱ ❞❡st✐♥é à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ét❛✐t ♣❛r❢♦✐s ré❜❛r❜❛t✐❢✱ ❥❡ ♥✬❡♥ ❛✐ ❝♦♥s❡r✈é q✉❡ ❧❡ str✐❝t
♠✐♥✐♠✉♠ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥ ❢❛✐r❡✳
✹✳✺✳✶ Pr♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t t②♣✐q✉❡♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭❛✈❡❝ s✳❝ ♣♦✉r ✏s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✑✮ ✿
P
∣∣∣∣ maxx1,x2,...,xn f(x1, x2, . . . , xn)s✳❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡(i) ∀i ∈ [1..m]
■❝✐✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✱
❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs (x1, x2, . . . , xn) ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭♦✉ ♠✐♥✐♠❛❧❡✮ t♦✉t
❡♥ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠❡s ✿
✕ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ éq✉❛t✐♦♥s ✿ gi(x) = 0 ∀i ∈ [1..m]
✕ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ ✐♥éq✉❛t✐♦♥s ✿ gi(x) ≥ 0 ∀i ∈ [1..m]
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭❖♣t✐♠✉♠✮✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r x∗ q✉✐ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P ❡st ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f
s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭❖♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✮✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r x∗ ❡st ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ✭r❡s♣✳ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✮ ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡①❡ S ⇔ ∃ǫ > 0 t❡❧ q✉❡ ∀x ∈ S/|x− x∗| ≤ ǫ⇒ f(x) ≤ f(x∗) ✭r❡s♣✳
f(x) ≥ f(x∗)✮✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ ✭❖♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✮✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉r x∗ ❡st ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ✭r❡s♣✳ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✮ ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥✈❡①❡ S ⇔ ∃ǫ > 0 t❡❧ q✉❡ ∀x ∈ S ≤ ǫ ⇒ f(x) ≤ f(x∗) ✭r❡s♣✳
f(x) ≥ f(x∗)✮✳
✹✳✺✳✷ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡
▲❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❯♥❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛♣♣❛r✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✐♥❢♦r✲
✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♦✉t✐❧s t❤é♦r✐q✉❡s
♠❛t✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❑❡❧❧② ❬✹✶❪ q✉✐ ❛ ✐♥s♣✐ré ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❏❡ ✈❛✐s tâ❝❤❡r
❞✬❡♥ ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✳
P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣r✐s❡ ❛✉
❧②❝é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ♦ù ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s✬❛♥♥✉❧❡✱ ♣✉✐s à ② ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ♠❛①✐♠❛ ✭❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡
♥é❣❛t✐✈❡✮ ❡t ❧❡s ♠✐♥✐♠❛ ✭❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣♦s✐t✐✈❡✮✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ s✐♠♣❧❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ▲❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❡t à r❡❧â❝❤❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ♠❛①✐♠✐s❡r✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s✐♠♣❧❡✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥ ✿
P
∣∣∣∣ maxx f(x)s✳❝ g(x) = 0
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ f ❡t g s♦♥t t♦✉t❡s ❞❡✉① ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡s ❞❡✉① ❢♦✐s✳ ❖♥
s✉♣♣♦s❡ ❛✉ss✐ q✉❡ P ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✻ ✭▲❛❣r❛♥❣✐❡♥✮✳ ▲❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ L ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
L(x, λ) = f(x)− λ.g(x)
♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ λ ❡st ❛♣♣❡❧é ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✷✷ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ g✳
❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❞❛♥s
❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ P✱ ✐❧ s✉✣t q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐t ✈ér✐✜é❡ ✿
✭❛✮ ▲❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ g é✈❛❧✉é❡s à ❧✬♦♣t✐♠✉♠ x∗ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t
♥✉❧❧❡s✱ ✐✳❡✳ ∂g∂xi (x
∗) 6= 0 ♣♦✉r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ xi✳
✭❜✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ g ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✳
❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✿ ✷✸ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❙✐ ❧❡
✈❡❝t❡✉r x∗ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ P✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ λ∗ t❡❧ q✉❡ x∗
✈ér✐✜❡ ❧❡s n+ 1 ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿{
∂L
∂xi
(x∗, λ∗) = 0 ∀i ∈ [1..n]
∂L
∂λ (x
∗, λ∗) = 0
⇔
{
∂f
∂xi
(x∗)− λ∗ ∂g∂xi (x∗) = 0 ∀i ∈ [1..n]
g(x∗) = 0
❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ♣♦✉r ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ x∗ q✉✐ ✈ér✐✜❡
❧❡s ❈P❖✳ ❆❧♦rs ✿
✕ ❙✐ ❧❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ L ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❛✈❡ ✭❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ f ❡st ❝♦♥❝❛✈❡ ❡t s✐
λ∗g ❡st ❝♦♥✈❡①❡✮✱ ❛❧♦rs x∗ ❡st ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳
✕ ❙✐ ❧❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ L ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❛❧♦rs x∗ ❡st ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳
❙✐ f ❡st ❝♦♥❝❛✈❡ ❡t s✐ λ∗g ❡st ❝♦♥✈❡①❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ P ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❞✉❛❧ D s✉✐✈❛♥t ✿
D
∣∣∣∣minλ maxx L(x, λ)
✹✳✺✳✸ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t ♣❛r ✐♥éq✉❛t✐♦♥s
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ à m ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ✐♥éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t ✿
P
∣∣∣∣ maxx f(x)s✳❝ gi(x) ≤ 0 ∀i ∈ [1..m]
✷✷❖♥ tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ ❧❡ t❡r♠❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r λ∗ ❝✐té❡ ❥✉st❡ ❛✉✲❞❡ss♦✉s✳
✷✸▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s q✉❡ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ x∗✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s♦♥t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r q✉❡ x∗ s♦✐t ❜✐❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
✹✳✺✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t r❡❧❛①❛t✐♦♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ✹✶
❙♦✐t x∗ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❆❧♦rs ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s s♦♥t ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
j ✿
✕ s♦✐t gj(x∗) = 0 ✿ ♦♥ ❞✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ j ❡st s❛t✉ré❡✱
✕ s♦✐t gj(x∗) < 0✳
❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ ✿
L(x,Λ) = f(x)− Λ.G(x)
■❝✐✱ Λ ❡t G(x) = (g1, g2, . . . , gm)(x) s♦♥t ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❡t . ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✳
❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✬✉♥ t❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ✐❧ s✉✣t q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐t ✈ér✐✜é❡ ✿
✭❛✮ s♦✐t s ≤ m ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❛t✉ré❡s à ❧✬♦♣t✐♠✉♠ x∗✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉✬✐❧
s✬❛❣✐t ❞❡s s ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s gj ✱ j ∈ [1..s]✳ ❙✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❏❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡s s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❡st ❞❡ r❛♥❣ s ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❡st é✈❛❧✉é❡ à ❧✬♦♣t✐♠✉♠ x∗✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st
✈ér✐✜é❡✳
✭❜✮ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s gj ✱ j ∈ [1..s] s♦♥t t♦✉t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ q✉❡ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ x∗ s♦♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ❡t ♣♦rt❡♥t ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✏❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r✑✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ♣r♦♣r✐été
q✉❡ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r λj ❡st ♥✉❧ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ j ♥✬❡st ♣❛s s❛t✉ré❡ à ❧✬♦♣t✐♠✉♠✳
❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭❑✉❤♥ ❡t ❚✉❝❦❡r✮ ✿ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥
❡st ✈ér✐✜é❡✳ ❙✐ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r x∗ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ P✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡
✈❡❝t❡✉r Λ∗ ❛♣♣❡❧é ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ t❡❧ q✉❡ x∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x
∗
n) ✈ér✐✜❡ ❧❡s n + 3m ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿ 

∂L
∂xi
(x∗,Λ∗) = 0 ∀i ∈ [1..n]
∂L
∂λj
(x∗,Λ∗) = 0 ∀j ∈ [1..m]
λ∗j ≥ 0 ∀j ∈ [1..m]
λ∗jgj(x
∗) = 0 ∀j ∈ [1..m]
▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❧✐❣♥❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ éq✉❛t✐♦♥s à ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ ✐♥éq✉❛✲
t✐♦♥s✳ ❙♦✐t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ j ❡st s❛t✉ré❡✱ ❡t ♦♥ r❡✈✐❡♥t à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥s ❀ s♦✐t ❡❧❧❡ ❡st ♥♦♥✲s❛t✉ré❡✱
❡t ♦♥ ❧✬✐❣♥♦r❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t λj = 0✳
❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ♣♦✉r ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ x∗ q✉✐ ✈ér✐✜❡
❧❡s ❈P❖✳
✕ ❙✐ f ❡st ❝♦♥❝❛✈❡ ❡t ❧❡s gj s♦♥t ❝♦♥✈❡①❡s✱ ❛❧♦rs x∗ ❡st ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳
✕ ❙✐ f ❡st ❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❧❡s gj s♦♥t ❝♦♥❝❛✈❡s✱ ❛❧♦rs x∗ ❡st ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳
✹✳✺✳✹ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✼ ✭❋♦♥❝t✐♦♥ ❞✉❛❧❡✮✳
Rn 7→ ]−∞,+∞]
d(Λ) =
{
supx≥0 L(x,Λ) s✐ Λ ≥ 0
+∞ s✐♥♦♥
✭✹✳✼✮
❉✬❛♣rès ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✾✳ ❯♥ ✈❡❝t❡✉r Λ∗ ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝✬❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉❛❧ ✿
min
Λ≥0
d(Λ) ✭✹✳✽✮
✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♦✉t✐❧s t❤é♦r✐q✉❡s
✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
P♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡✱ ❥✬❛✐ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ st❛t✐♦♥s ❞✉ rés❡❛✉ ♣❛r ✉♥
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❞♦♥t ✿
✕ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① st❛t✐♦♥s ❞✉ rés❡❛✉✱
✕ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t s✐ ❝❡s ❞❡✉① st❛t✐♦♥s s♦♥t à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à k s❛✉ts ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✳
▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡s é✈♦q✉é❡s ♣❧✉s ❤❛✉t ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✮ ✿
∀n ∈ N
∑
i∈V (n)
xi ≤ c
♦ù N ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✱ V (n) ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ s♦♠♠❡t n ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❝♦♥✢✐t✱ n ❝♦♠♣r✐s✱ xi ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♥÷✉❞ i ❡♥ é♠✐ss✐♦♥ ❡t c ❡st ❧❛ ❝❛✲
♣❛❝✐té ❞✉ ♠❡❞✐✉♠ r❛❞✐♦✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ét❛✐t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❡♥tr❡ é♠❡tt❡✉rs
à ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡ ✭♠é❝❛♥✐s♠❡ ❈❙▼❆✮✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ♠♦❞é❧✐s❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞✉ ♠❡❞✐✉♠
r❛❞✐♦ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣❛r❢❛✐t❡ ♣✉✐sq✉❡ ✐✮ ✐❧ ♥❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥t❡♥t✐♦♥s ❡♥tr❡ é♠❡tt❡✉rs✱ ♠❛✐s
♣❛s ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡t ✐✐✮ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ à k s❛✉ts ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡
♦✉ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t s✉r❝♦♥✲
tr❛✐♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r✳ ❊❧❧❡s ♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ♣❧✉s
❛❞❛♣té❡s à ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧❛✐r❡ ❞✐str✐❜✉é❡ ♣♦✉r ❞❡✉① r❛✐s♦♥s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s✱ s✬✐❧ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❞❡ rés❡❛✉ s❛♥s ✜❧ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡
q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ r❡st❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈♦✐s✐♥s à k s❛✉ts✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ r❛✐s♦♥ à tr❛✐t ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✉t❛♥t ❞❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❥❡ ♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❡ ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❞❡ rés❡❛✉ ❛❞ ❤♦❝✱ ❥✬❛✐ ♣✉ ❝♦♥st❛t❡r ❧♦rs ❞❡
♠❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❝♦♥✢✐t✱ ❡t s❡♠❜❧❡ ❝r♦îtr❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✱ rés✉❧t❛ts ❝♦♥s✐❣♥és ❞❛♥s ❧❡
♣r❡♠✐❡r ❛rt✐❝❧❡ q✉✐ ❛ été ♣✉❜❧✐é s✉r Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❬✻✺❪✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❝❧✐q✉❡s s♦♥t ❛❞❛♣té❡s ❛✉① ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❞❡s
rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝✱ s✐ ♦♥ ❛❝❝❡♣t❡ q✉✬✐❧s s♦♥t ❞❡s ❯♥✐t ❉✐s❦ ●r❛♣❤s✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r
q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❝❧✐q✉❡s s♦♥t ❡♥ q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡s r❡❧â❝❤é❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈♦✐s✐♥s à k/2 s❛✉ts ❞✬✉♥❡ st❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s st❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ s♦♥t à k
s❛✉ts ♦✉ ♠♦✐♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ❈❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s ❝❧✐q✉❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ à k s❛✉ts✳ ❈❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✱ ♦♥ s❡ r❡♥❞ ✈✐t❡ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡s ❝❧✐q✉❡s
❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s tr♦✉✈❡r ❞❡ ❝❡♥tr❡ ✭✐✳❡✳ ✉♥ s♦♠♠❡t ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t t♦✉s à ♠♦✐♥s
❞❡ k/2 s❛✉ts ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✮ ♦♥t ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡s ❞✬❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❞❡ rés❡❛✉ ❛❞ ❤♦❝✱ ♦✉
❞✐✛èr❡♥t s✐ ♣❡✉ ❞✬✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ à k s❛✉ts q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♠✐♥✐♠❡ ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦✳ ❏✬❛✐ ❝♦♥s❝✐❡♥❝❡ q✉❡ ❝❡s r❡♠❛rq✉❡s ♠❛♥q✉❡♥t ❞❡ r✐❣✉❡✉r✱ ♠❛✐s ✐❧ ♠❡ s❡♠❜❧❡ q✉✬✐❧
ét❛✐t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ♣♦✉rq✉♦✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡s ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ❡t r❡♠♣❧❛❝❡
❛✈❛♥t❛❣❡✉s❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❝❧✐q✉❡s✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛✉ts r❡♣rés❡♥t❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ré❡❧❧❡ ♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ st❛t✐♦♥s s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢♦rt❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❡t
❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s✉r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡ ❡t ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱
❡①♣♦sés ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡t tr♦✐s ♣♦✉r ❝❡ r❛♣♣♦rt✳ ❉❡s ✈❛❧❡✉rs
♣♦✉r k ❞❡ 1 ♦✉ 2 s❡♠❜❧❡♥t ❞♦♥❝ ❛❞❛♣té❡s✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ❡t q✉❛tr❡ s❛✉ts✳
❊♥✜♥✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ s✉r ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ tr♦✉✈❡r❛ ❡❧❧❡ s♦♥ ✉t✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t
♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ❡❧❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é❜✐ts ❞❡s ✢✉① ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❞✐str✐❜✉é❡✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡
▲❡ ♠♦♥❞❡ ♠❛tér✐❡❧ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧❡
♠♦♥❞❡ ♠♦r❛❧ s✉r ❧✬éq✉✐té✳
❱✐❝t♦r ❍✉❣♦✳
✺✳✶ ❙♦❧✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡
✺✳✶✳✶ Pr♦✜t❡r♦❧❡✱ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❛ ❧❛ ♠♦❞❡
❊♥ ♣❧✉s ❞✬êtr❡ ✉♥ ❞❡ss❡rt ❢r❛♥ç❛✐s ♠♦♥❞✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉✷✹✱ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
♣r♦t♦❝♦❧❡ ✈✐s❛♥t à rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬éq✉✐té ❞❛♥s ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉①
❛❞ ❤♦❝ ♠✉❧t✐✲s❛✉ts✳ ▲✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ s✉✐t ❧❛ ♠♦❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐❝✐❡♥♥❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♣ré❢ér❡r ✉♥
❛❝r♦♥②♠❡ ❛❝❝r♦❝❤❡✉r à ✉♥❡ s✉✐t❡ ✐♠♣r♦♥♦♥ç❛❜❧❡ ❞❡ ❧❡ttr❡s✳ Pr♦✜t❡r♦❧❡ s✐❣♥✐✜❡ ❛✐♥s✐ ✿
✕ P❘❖♣♦rt✐♦♥❛❧
✕ ❋❛■r
✕ r❛❚❊ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
✕ ♣❘♦t♦❝❖▲
Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡st ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜✐t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s
q✉❡ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ ♠✉❧t✐✲s❛✉ts ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s ❞✬✉♥ s❝é♥❛r✐♦
❞✉ t②♣❡ ✿ ❞❡✉① st❛t✐♦♥s s♦♥t ❡♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❛❝❝ès ❛✉ ♠é❞✐✉♠✱ ♠❛✐s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞❡s ❞❡✉① st❛t✐♦♥s
❧❡ s❛✐t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ st❛t✐♦♥ é♠❡t ❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥❝❡ s❛♥s s❛✈♦✐r q✉✬❡❧❧❡ ❡♥ ❣ê♥❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✭✈♦✐r ❧❡s
❡①❡♠♣❧❡s ❞❡s st❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s ❛s②♠étr✐q✉❡s ♦✉ ❞❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s✮✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ❞é❜✐t ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥ r❡t♦✉r ✲ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ✲ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ s❛✈♦✐r q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❞é❜✐t ♣♦✉r ❧❛✐ss❡r ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❛✉① ❛✉tr❡s✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ❞é❞✉✐r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❞❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ♣❛q✉❡ts✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r TCP ✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s✐❣♥✐✜❡♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r♦✈♦q✉é❡s ♣❛r ✉♥ ❧✐❡♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡♠❡♥t ❞é❢❡❝t✉❡✉①✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ▼❆❈✱ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❉✐✛◗✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t
✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❧✉s ✜❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ♣❡rt❡s ❞❡ ♣❛q✉❡ts✱ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t rés♦✉❞r❡ ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❛s②♠étr✐q✉❡s ❝✐tés ♣❧✉s ❤❛✉t✳
Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡st ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ✸✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✸ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❖❙■
✭✐✳❡✳ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ r♦✉t❛❣❡✮ q✉❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜✐t✳ ❊♥ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❝✬❡st ♣❧✉tôt ❧❡ rô❧❡ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s
s✉♣ér✐❡✉r❡s✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧✱ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ tr❛♥s♣♦rt ✭❝♦✉❝❤❡ ✹✮ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞❡
s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ré❣✉❧❡r ❧❡s ❞é❜✐ts✳ ▲❛ ❝♦✉❝❤❡ r♦✉t❛❣❡✱ ❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ rés❡❛✉✱ ❡t s✉r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛✉tr❡s ✢✉① à ♣r♦①✐♠✐té✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥✳
❉❡ ♣❧✉s✱ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡st ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❛✉t♦♥♦♠❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s q✉❡✱ s❡❧♦♥ ❧❡s ❝r✐tèr❡s ❖❙■✱ ✐❧ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ✲ ♦✉
✷✹❘❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❖✉tr❡✲❆t❧❛♥t✐q✉❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ ✏❛ ❧❛ ♠♦❞❡✑ ✈✉ s✉r ✉♥❡ ❝❛rt❡ ❞❡s ❞❡ss❡rts s✐❣♥✐✜❡ ét♦♥♥❛♠♠❡♥t ✏❛✈❡❝ ✉♥❡
❜♦✉❧❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ à ❧❛ ✈❛♥✐❧❧❡✑
✹✸
✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡
♣❡✉ ✲ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s✳ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❛ été ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s
❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ t②♣❡ ❚❈P q✉✬❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s s❛♥s ❛❝q✉✐tt❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❯❉P✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ❡st
❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ✐♥❞✐ss♦❝✐❛❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶✳
❯♥❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡✲éq✉✐t❛❜❧❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❋❛✐r ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à
❧✬éq✉✐té ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t t♦t❛❧ ❡t é❣❛❧✐té ♣❛r❢❛✐t❡ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✹✳✹✮✳
Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡st s✐♠♣❧❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r ❧✬é❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞❡ ♥❡ ♣❛s
r❡♣♦s❡r s✉r ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s tr♦♣ ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡s✱ ❡t ❛✈♦♥s ♣r✐✈✐❧é❣✐é ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛❜♦✉t✐r à
✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳
❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s ♥÷✉❞s✳ ❏❡ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ st❛t✐♦♥s ❞✉ rés❡❛✉
♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❞♦♥t ✿
✕ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① st❛t✐♦♥s ❞✉ rés❡❛✉✱
✕ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t s✐ ❝❡s ❞❡✉① st❛t✐♦♥s s♦♥t à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à k s❛✉ts ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✳
❆✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
∀n ∈ N
∑
i∈V (n)
xi ≤ c
♦ù N ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✱ V (n) ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ s♦♠♠❡t n ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❞❡ ❝♦♥✢✐t✱ n ❝♦♠♣r✐s✱ xi ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♥÷✉❞ i ❡♥ é♠✐ss✐♦♥ ❡t c ❡st ❧❛
❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ♠❡❞✐✉♠ r❛❞✐♦✳
✺✳✶✳✷ ❊♥♦♥❝é ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❈♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥
✕ ▲❡s s❝❛❧❛✐r❡s s♦♥t ♥♦tés ❛✈❡❝ ❞❡s ❧❡ttr❡s ♠✐♥✉s❝✉❧❡s✳
✕ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs s♦♥t ♥♦tés ❛✈❡❝ ❞❡s ❧❡ttr❡s ♠❛❥✉s❝✉❧❡s✱ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♥♦tés ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s
q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡ ✿ A = (a1, a2, . . . , an)✳ (A)k✱ ♦✉ ak ❡st ❧❛ k❡♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r A✳
✕ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ♣❛r ❞❡s ❧❡ttr❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ A✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ Aik ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ i❡♠❡ ❧✐❣♥❡✱ ❡t k❡♠❡
❝♦❧♦♥♥❡✳
◆♦t❛t✐♦♥s
❖♥ ♣♦s❡ ✿
✕ n ♥÷✉❞s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✱ f ✢✉①✳
✕ Φ = φ1, φ2, . . . , φn ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❞é❜✐ts ❞❡s ✢✉① q✉✐ s♦♥t tr❛♥s♠✐s ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✳
✕ E ∈ Rn×f ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ✢✉①✱ ❞♦♥♥❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✢✉① ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s st❛t✐♦♥s é♠❡ttr✐❝❡s
❞❡ ❝❡ ✢✉① ✿
Eiφ =
{
1 s✐ i ❡st ✉♥ é♠❡tt❡✉r ♣♦✉r ❧❡ ✢✉① f ✱
0 s✐♥♦♥✳
✕ V ∈ Rn×n ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ✿
Vij =
{
1 s✐ ❧❡s st❛t✐♦♥s i ❡t j s♦♥t à k s❛✉ts ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦✉ ♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✱
0 s✐♥♦♥✳
✕ C ∈ Rn ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ♠❡❞✐✉♠ r❛❞✐♦✱ q✉✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉
rés❡❛✉ ✿ C = (c, c, . . . , c)✳ ✷✺
❆❧♦rs ✿
✷✺❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧✐é❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐✳ ❇✐❡♥ q✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞✐✛ér❡♥ts ❧✐❡♥s ♣✉✐ss❡♥t ❛✈♦✐r ❞✐✛ér❡♥t❡s
❝❛♣❛❝✐tés✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♣❛r❧❡r ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❛♥s ✉♥❡ ③♦♥❡ ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ st❛t✐♦♥✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡❧❛
✺✳✶✳ ❙♦❧✉t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ✹✺
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f2
f1
4
3
f3
❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✳ ▲❡s ✢✉① f1 ❡t f3 ♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦✉r s❡✉❧s é♠❡tt❡✉rs
❧❡s ♥÷✉❞s 1 ❡t 5✱ ❝❡✉① ❞✉ ✢✉① f2 s♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s 3 ❡t 4✳ P♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❝♦♥✢✐t ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ✉♥ s❛✉t ✭k = 1✮✳
✕ EΦ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞♦♥t ❧❡ i❡♠❡ t❡r♠❡ ❡st ❧❡ ❞é❜✐t é♠✐s ♣❛r ❧❡ ♥÷✉❞ i t♦✉s ✢✉① ❝♦♥❢♦♥❞✉s✱
✕ VEΦ ❛ ♣♦✉r i❡♠❡ t❡r♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ à k s❛✉ts ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ i✳
▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡s s✬é❝r✐✈❡♥t ✿
VEΦ ≤ C
❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ st❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞❛♥s s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ à k
s❛✉ts ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ rés❡❛✉✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷ ✭✈♦✐r ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✱ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s♦♥t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s t❡❧ q✉❡ ❞❡✉① st❛t✐♦♥s
à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ k s❛✉ts ♦✉ ♠♦✐♥s ✭♦✉ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t✮ ♥✬é♠❡tt❡♥t ♣❛s
s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳
❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✿
U(Φ) =
∑
f∈Φ
lnφf
U ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❛ss✉r❛♥t ❧✬éq✉✐té ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞é❜✐ts ❞❡s ✢✉①✳
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✿
P
∣∣∣∣ maxΦ U(Φ)s✳❝ VEΦ ≤ C ✭✺✳✶✮
✺✳✶✳✸ ❊①❡♠♣❧❡
▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ ✐❧❧✉str❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡♥ ❢❛✐t ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡s✳ ■❝✐✱ ❧❡ rés❡❛✉ ❝♦♥t✐❡♥t ✺ st❛t✐♦♥s✱
❡t ✸ ✢✉① ❞♦♥t ✉♥ ✢✉① à ✷ s❛✉ts✳ P♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
à ✉♥ s❛✉t ✭k = 1✮✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉✳
E =


1 0 0
0 0 0
0 1 0
0 1 0
0 0 1

 V =


1 1 0 0 0
1 1 1 0 0
0 1 1 1 1
0 0 1 1 0
0 0 1 0 1

 Φ =

 φ1φ2
φ3


♥✬❛✐t ♣❛s été ❢❛✐t ❞❛♥s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞✬❛❧❧♦✉❡r ❞❡s
❞✉ré❡s ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡❞✐✉♠ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡s ❞é❜✐ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r♦t♦❝♦❧❛✐r❡✱ ❝❡❧❛ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥
❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s❛✈♦✐r à q✉❡❧ ❞é❜✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t❡❧ ♦✉ t❡❧ t❡♠♣s ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡❞✐✉♠✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ❞é❜✐t
♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ❧✐❡♥ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ é♠❡t✳ ❈❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té r❡st❡ ♠❛❧❣ré t♦✉t ✉♥❡ ♣✐st❡ ♣r♦♠❡tt❡✉s❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡✳
✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡
EΦ✱ ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s t♦t❛❧❡s ♣❛r ♥÷✉❞ ✿
EΦ =


φ1
0
φ2
φ2
φ3


❈♦♥tr❛✐♥t❡s ✿ 

(1) x1 + x2 ≤ c
(2) x1 + x2 + x3 ≤ c
(3) x2 + x3 + x4 + x5 ≤ c
(4) x3 + x4 ≤ c
(5) x3 + x5 ≤ c
⇒
{
φ1 + φ2 ≤ c
2φ2 + φ3 ≤ c
✺✳✶✳✹ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡
❙♦✐t Λ ∈ Rn ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ✿ Λ = (λ1, λ2, . . . , λn)✳ ▲❡ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ ✭❞é✜♥✐
❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✮ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ P ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
L = U(Φ) + ΛTC − ΛT (VEΦ) ✭✺✳✷✮
❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✺✳✶ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à s♦♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧ ✿
min
Λ>0
max
Φ>0
L(Λ,Φ) ✭✺✳✸✮
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✺✳✸ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✈✐sé ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ Φ ❡t
❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ Λ✳
✺✳✶✳✺ ❙♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡ ✶ ✿
max
Φ>0
L(Λ,Φ)
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ Λ ✜①é✱ ❡t ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ L ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ Φ✱ q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛
LΛ(Φ)✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳ ▲❡s ❞é❜✐ts ♦♣t✐♠❛✉① ✈ér✐✜❡♥t ✿
∀f 1
φf
= πf ♦ù πf = (Λ
TVE)f ✭✺✳✹✮
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ LΛ ❡st ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ❡t ❡st ❝♦♥❝❛✈❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ Φ∗(Λ) ❞❡ LΛ ♥✬❡st ♥✉❧❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ U(Φ) = −∞✳
❉♦♥❝ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t q✉❛♥❞ s❡s ❞ér✐✈é❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ Φ s♦♥t t♦✉t❡s ♥✉❧❧❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
❧❡ rés✉❧t❛t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ✿
∀f ∂L
∂φf
(φ∗f ) = 0 ⇒
∂U
∂φf
(φ∗f )− (ΛTVE)f = 0
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ πf s❡r❛ ❛♣♣❡❧é ♣r✐① ❞✉ ✢✉① f ✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r✐① ♣❛rt✐❡❧s πif
♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s é♠❡tt❡✉rs i ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ ❞✉ ✢✉① f ✳
πf =
∑
i
πif ♦ù πif = (Λ
TV)f =
∑
j∈Vk(i)
λi
✺✳✷✳ ❱❡rs ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐str✐❜✉é ✹✼
✺✳✶✳✻ ❙♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡ ✷ ✿
min
Λ>0
L ✭✺✳✺✮
❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✹ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ L✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
L(Λ,Φ∗) = −
∑
f
ln(πf ) + Λ
TC + ❝♦♥st❛♥t❡
❞✬♦ù ✿
∂L
∂λi
= C −
∑
f
1
πf
rif ✭✺✳✻✮
♦ù rif = (VE)if ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é♠❡tt❡✉rs ❞✉ ✢✉① f ❞❛♥s ❧❡ ❦✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♥÷✉❞ n✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞✉ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✱ ✐✳❡ πf ❡t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞✬é♠❡tt❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳
✺✳✷ ❱❡rs ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✐str✐❜✉é
❆❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ P✭✺✳✶✮ ❧❛✐ss❡ s✉♣♣♦s❡r q✉✬✐❧ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ q✉❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❡♥t✐té q✉✐ ❝♦♥♥❛ît t♦✉t❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
✭✺✳✺✮ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✐str✐❜✉é❡✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ♦✉ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❡♥t❡✱ ❞♦♥t ❥❡ r❛♣♣❡❧❧❡ ✐❝✐ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés✳
✺✳✷✳✶ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❡♥t❡
❙♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(x1, x2, . . . , xn) ❞❡ Rn ❞❛♥s R✱ ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡✱ à ♠✐♥✐♠✐s❡r✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡
❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ✐tér❛t✐✈❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❛rt ❞✬✉♥
z0 ∈ Rn q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t✱ ♣✉✐s ♦♥ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ ♣❛s αk ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡
❞❡s❝❡♥t❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❡♥t❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤♦✐s✐r ❝♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
♦♣♣♦sé❡ ❛✉ ❣r❛❞✐❡♥t ✿
zk+1 = zk − αk∇f(zk)
♦ù ∇ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❣r❛❞✐❡♥t ✿ ∇f(z) = ( ∂f∂x1 (z),
∂f
∂x2
(z), . . . , ∂f∂xn (z))✱ ❡t αk ∈ R+✱ ❧❡ ♣❛s ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t✳
❱❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❡♥t❡ ❙✐ αk = α ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡
❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t à ♣❛s ❝♦♥st❛♥t✳ ■❧ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s k ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ αk q✉✐
♠✐♥✐♠✐s❡ f(zk+1)✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s ❜❛s ❞❡ f ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ st❡❡♣❡st ❞❡s❝❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✇✐t❤ ❧✐♥❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❊♥✜♥✱ s✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ αk ♦♣t✐♠❛❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ♣❛s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ αk = g(k) ❛✈❡❝ lim
k→+∞
∑
i=0..k
αk = +∞✳ ◆♦✉s
r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t s✉r ❧❡✉r ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
✺✳✷✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳ ❙♦✐t L t❡❧ q✉❡ ✿
‖∇f(x)−∇f(y)‖ ≤ L‖x− y‖ ∀x, y ∈ Rn ✭✺✳✼✮
❊t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ǫ t❡❧ q✉❡ ✿
∀k 0 < ǫ ≤ αk ≤ 2− ǫ
L
✭✺✳✽✮
❆❧♦rs ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ f ✳
✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡
❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❬✾❪✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✺✳✼ ❡st ❛♣♣❡❧é❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ▲✐♣s❝❤✐t③ s✉r ∇f ✱ ❡t ❛ss✉r❡ ✲ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ✲ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ f ♥✬❡st ♣❛s
♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ L ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✺✳✽ ❛ss✉r❡ ✭✶✮ q✉❡ f(zk+1) ≤ f(zk)✱ ❝✬❡st à
❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧ ❡t ✭✷✮ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ✉♥
♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s ❛rr✐✈❡r s✐✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ αk ♥✬❡st ♣❛s ♠✐♥♦ré ❡t q✉❡
∑
i=0..k
αk < +∞✳
■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ ❛✈❛♥❝❡ à ♣❡t✐ts ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❡♥t❡✱ ♦♥ ❡st ❛ss✉ré ❞❡
❞❡s❝❡♥❞r❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t✳ ▼❛✐s s✐ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❛❧♦rs ✉♥ ❣r❛♥❞ ♣❛s ♣❡✉t ♥♦✉s ♠❡♥❡r ❞❡
❧✬❛✉tr❡ ❝ôté ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❥✉sq✉✬à ✉♥ ♣♦✐♥t ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ♣ré❝é❞❡♥t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✷✳ ❬✾❪ P♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t é♥♦♥❝é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡t s✐ ❧❡s αk ✈ér✐✜❡♥t ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✺✳✽✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❛ ✉♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❡①trê♠❡s mk ❡t Mk ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❍❡ss✐❡♥♥❡ ❞❡ f ❛✉ ♣♦✐♥t zk✳ ✿
‖zk+1‖
‖zk‖ ≤ max{|1− αkmk|, |1− αkMk|}
P♦✉r ♥❡ ♣❛s r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s✱ ❥❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡
❍❡ss✐❡♥♥❡ ❡st ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡✳ ❙✐ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
M ❡t m ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧ ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é✮✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡
q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✈❛❧❧é❡ ❛❧❧♦♥❣é❡ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t ✿ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ ❡st
❢❛✐❜❧❡ ✲ ❝✬❡st ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ m ❀ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡
s❡❝♦♥❞❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✲ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é à M ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ♣❡✉t ❝♦♥✈❡r❣❡r
❧❡♥t❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❛✈❛♥ç❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❡♥ ③✐❣✲③❛❣ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❡r❛✐t ✉♥❡ ❜✐❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❣♦✉tt✐èr❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t
♣❡♥❝❤é❡✳ ❖♥ ♣❡✉t rés♦✉❞r❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❝♦♥❥✉❣✉é✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ❞é♣❡♥❞ ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❍❡ss✐❡♥♥❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s
q✉❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
✺✳✷✳✸ Pr❡✉✈❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❡rr❡✉r✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ L✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ét❛❜❧✐ s♣é❝✐✲
✜q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ L ❞♦✐t s❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❞✐str✐❜✉é❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥t✐tés ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞és②♥❝❤r♦♥✐sé❡s✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣ré✈♦✐t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ st❛t✐♦♥ i ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✉ t❛r✐❢ λi✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ s♦✉s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡❧❛✲
t✐✈❡♠❡♥t ❧é❣èr❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣♦✉r✈✉ q✉✬♦♥ ❝❤♦✐s✐ss❡ ✉♥ ♣❛s α s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r β t❡❧ q✉❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❡♥t✐tés ❡①é❝✉t❛♥t
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡✉r ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♥❡ ❞❛t❛♥t ♣❛s ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ β ♣❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❆❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ ǫ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♣❛s α < ǫ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛s②♥❝❤r♦♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ L✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❛ été r❡❧é❣✉é❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❆✳✶✳
✺✳✷✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ L
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉❛❧ ✭✺✳✸✮ ✈❛ ❝♦♥s✐st❡r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s
t❛r✐❢s λi q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡♥t L ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ♣✉✐s à ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✢✉① ❧❡ ❞é❜✐t
♦♣t✐♠❛❧✱ q✉✐ ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ πf ✱ ♣r✐① q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡s t❛r✐❢s λj ❞✉ ❦✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s é♠❡tt❡✉rs ❞✉ ✢✉① f ✳
❆ ❝❤❛q✉❡ st❛t✐♦♥ i ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥ t❛r✐❢ λi ❞♦♥t ✐❧ ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✐tér❛t✐❢✱ ❡t à ❝❤❛q✉❡
ét❛♣❡ t✱ ❧❡s t❛r✐❢s λ(t)i é✈♦❧✉❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❡♥t❡ ❞❡ L ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t à ✉♥
♣❛s ❝♦♥st❛♥t ✿ α✳ ❈❤❛q✉❡ st❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ λ(t+1)i ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿
λ
(t+1)
i = λ
(t)
i − α.
∂L
∂λi
(λ) ♦ù
∂L
∂λi
(λ) = C −
∑
f∈Φ
rif
π
(t)
f
✭✺✳✾✮
✺✳✸✳ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✹✾
▲❡ ♣r✐① ❞✬✉♥ ✢✉① π(t)f ❡st ❝❛❧❝✉❧é s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿
π
(t)
f =
∑
i∈1..n
rifλ
(t)
i ✭✺✳✶✵✮
❉✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t à ♣❛s ❝♦♥st❛♥t ❡st ré♣✉té ♣♦✉r s❡s ♠❛✉✈❛✐s❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥é✳ ▼❛✐s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ♣♦✉r
❛❝❝é❧ér❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ré❡❧✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❛r ❡❧❧❡s s❡
❤❡✉rt❡♥t à ♥♦tr❡ ✈♦❧♦♥té ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉ss✐ ❞✐str✐❜✉é q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝♦♠♣❧é✲
t✉❞❡✱ ❥❡ ♣❛ss❡ ❡♥ r❡✈✉❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s✳
❯♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t à ♣❛s ❝♦♥st❛♥t ❡st ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣❛s α✳ ❉❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❞❡s❝❡♥t❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ αk ❡st ❝❤♦✐s✐ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡
s♦rt❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r f(zk−αk∇f(zk))✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡
t♦✉t❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♣❛s ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✉♥ ♣❛s
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❣r❛♥❞ ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛ ❞✬❛❜♦r❞ ❝♦♥✈❡r❣❡r ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ✈❡rs
❧✬♦♣t✐♠❛❧✱ ♣✉✐s s✬❛✣♥❡r✳ ❖♥ é✈✐t❡ ❛✐♥s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❧♦♥❣ ❞❛♥s ❧❛
♠ét❤♦❞❡ à ♣❛s ❝♦♥st❛♥t s✐ α ❡st ❝❤♦✐s✐ tr♦♣ ♣❡t✐t✳ ❙❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❞✐✛ér❡♥ts ❛❝t❡✉rs ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿ ❝♦♠♠❡♥t ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉✬✐❧s ❛✐❡♥t t♦✉s ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❛s ❄ ❊t
s✉rt♦✉t✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣❛s s♦✐t ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ré✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ q✉❛♥❞ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❤❛♥❣❡♥t✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡s ❛❝t❡✉rs ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t ❞✐ssé♠✐♥és ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✱
❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ❞ét❡❝t❡r ❄ ❊t s✉rt♦✉t✱ ❝♦♠♠❡♥t tr❛♥s♠❡ttr❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à t♦✉t❡s ❧❡s ❡♥t✐tés ❞✉
rés❡❛✉ ❄ ❆ss✉ré♠❡♥t✱ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ à ♣❛s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱
✉♥❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉✱ ♣r♦♣r✐étés ❞♦♥t ♦♥ ♦♥ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ♣♦✉r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❡♥sé êtr❡ ❞✐str✐❜✉é✳
❊♥✜♥✱ ❥❡ ♠❡ s✉✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❡♥❝❤é s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥és✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ♣♦♣✉❧❛✐r❡s✱ ♠❛✐s ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t
✐♥❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❊❧❧❡s ❢♦♥t ❡♥ ❡✛❡t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s s❡❝♦♥❞❡s ❞✉ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ q✉✐✱ ❧à
❡♥❝♦r❡✱ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s s❛♥s ❝♦♥♥❛îtr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳
✺✳✸ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡
✺✳✸✳✶ ▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡
❚r❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ♣♦s❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡
❧✬❛s②♥❝❤r♦♥✐s♠❡✱ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣❛q✉❡ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ♦✉ ❧❡ s✉r❝♦ût ✐♥❞✉✐t ♣❛s ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞✬✐♥té❣r❡r ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❆❖❉❱ ❝❛r ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s t✐r❡r
♣❛rt✐ ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❍❡❧❧♦ ❞✐✛✉sés ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ✭❝❤❛q✉❡ s❡❝♦♥❞❡✮ ♣♦✉r ❧❡ ♠❛✐♥t✐❡♥ ❞❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡
❡t ❞❡ r♦✉t❛❣❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❘♦✉t❡ ❘❡s♣♦♥s❡ ✲ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ré❛❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ ✲
❛✜♥ ❞❡ ♠é♠♦r✐s❡r ❧❛ r♦✉t❡ r❡t♦✉r✳ ▲❡s ♠❡ss❛❣❡s ❍❡❧❧♦ ✈♦♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❧❡s t❛r✐❢s ✭λn✮ ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s à k − 1
s❛✉ts ✭✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡ t❛r✐❢ ❞✉ ♥÷✉❞ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ ❍❡❧❧♦✮✳ ❆✐♥s✐ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❝♦♥♥❛ît ❧❡s t❛r✐❢s ❞❡
t♦✉s s❡s ✈♦✐s✐♥s à k s❛✉ts✳
▲❡ ♣r✐① ❞✬✉♥ ✢✉① f ✭Πf ✮ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❧❡s ♥÷✉❞s s❡ tr♦✉✈❛♥t s✉r ❧❛ r♦✉t❡ ❡♠♣r✉♥té❡ ♣❛r f ✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛q✉❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé✳ ❯♥ ♣❛q✉❡t ✉♥✐❝❛st✱ ❛♣♣❡❧é ♣r✐❝❡ ♠❡ss❛❣❡ ❡st é♠✐s ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t
♣❛r ❧❡ ♥÷✉❞ s❡ tr♦✉✈❛♥t ❥✉st❡ ❛✈❛♥t ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❡t ❡st r❡tr❛♥s♠✐s s✉r ❧❛ r♦✉t❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r
f ❛✜♥ ❞❡ r❡♠♦♥t❡r ✈❡rs ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❝❡ ✢✉①✳ ❙❛✉t ❛♣rès s❛✉t✱ ❧❡ ♣r✐① t♦t❛❧ ❞✉ ✢✉① f ❡st ❝❛❧❝✉❧é s❡❧♦♥ ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ✺✳✶✵✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ♣r✐❝❡ ♠❡ss❛❣❡ ❛rr✐✈❡ à ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❛❞❛♣t❡ s♦♥ ❞é❜✐t ❞✬❡♥✈♦✐ ❞✉ ✢✉① f s❡❧♦♥
❧❡ ♣r✐① r❡ç✉✱ ♣❛r ❧❡ tr✉❝❤❡♠❡♥t ❞✬✉♥ t♦❦❡♥ ❜✉❝❦❡t✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ♥÷✉❞s ✐♥❝❧✉❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❍❡❧❧♦✱ ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r✐① ❞❡s ✢✉① q✉✐ ❧❡s tr❛✈❡rs❡♥t✳ ❊♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♣r✐① r❡ç✉s ❞❡s ✈♦✐s✐♥s à ✉♥
s❛✉t✱ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥❢♦r♠é ❞❡s ♣r✐① ❞❡s ✢✉① s❡ tr♦✉✈❛♥t ❞❛♥s s♦♥ k✲✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ❡t ❛❞❛♣t❡ s♦♥
t❛r✐❢ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✺✳✾✳
▲❡ s✉r❝♦ût ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ r❡st❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❛❝t✉❡❧❧❡ ♣✉✐ss❡ ❡♥❝♦r❡ êtr❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ ✿ ✐❧ s❡ ❧✐♠✐t❡ à q✉❡❧q✉❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❛q✉❡ts
✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡
❍❡❧❧♦✱ ❡♥✈♦②és ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❝❤❛q✉❡ s❡❝♦♥❞❡✷✻✱ ❡t ❛✉① ♣r✐❝❡ ♠❡ss❛❣❡s ❡✉① ❛✉ss✐ ❡♥✈♦②és s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡
❞❡ 1 ♣❛q✉❡t ♣❛r ✢✉①✱ ♣❛r s❛✉t✱ ❡t ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ rés✉♠❡ ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳
Route reply
✭❛✮
Hello
Hello
Hello
Hello
Hello
Hello
Hello
Hello
Hello
✭❜✮
PricePrice
✭❝✮
❋✐❣✳ ✺✳✷ ✕ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ■❝✐✱ ✉♥ ✢✉① à ✸ s❛✉ts ❡st r❡♣rés❡♥té
♣❛r ❧❡s ✢è❝❤❡s ♥♦✐r❡s✳ ▲❡s é♠❡tt❡✉rs ❞✉ ✢✉① s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❡♥ ❜❧❡✉✳ ✭❛✮ ❯♥❡ r♦✉t❡ ✈❡rs ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥
✈✐❡♥t ❞✬êtr❡ ét❛❜❧✐❡✳ ▲❡ ♣❛q✉❡t ❘♦✉t❡ ❘❡♣❧② ❞✬❆❖❉❱ ✈❛ ❞❡ ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ à ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ♣ré✈✐❡♥t ❝❤❛❝✉♥
❞❡s é♠❡tt❡✉rs ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ✢✉①✳ ❙✐ ❧❛ r♦✉t❡ ét❛✐t ❞é❥❛ ét❛❜❧✐❡ ❛✈❛♥t ❧✬❛rr✐✈é❡
❞✉ ✢✉①✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛q✉❡t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛ à ❝❤❛q✉❡ é♠❡tt❡✉r ❞❡ s❛✈♦✐r q✉✬✐❧ ❧✬❡st ✭❜✮
❚♦✉t❡s ❧❡s st❛t✐♦♥s ❜r♦❛❞❝❛st❡♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛s②♥❝❤r♦♥❡ ✉♥ ♣❛q✉❡t ❍❡❧❧♦ ✐♥❢♦r♠❛♥t ❧❡✉r
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❡✉r ♣rés❡♥❝❡✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t à ❝❤❛q✉❡ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ✭✶✮ ❧❡s t❛r✐❢s λi ❞❡s st❛t✐♦♥s ❞✉
❦✲✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✭✷✮ ❧❡s ♣r✐① πf ❞❡s ✢✉① ❞❡ ❧❡✉r ❦✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✭✸✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✢✉①✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é♠❡tt❡✉rs ❞❛♥s
❧❡✉r ❦✲✈♦✐s✐♥❛❣❡ ✭rif ✮✳ ✭❝✮ ▲❡s é♠❡tt❡✉rs ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❡ ♣r✐① ♣❛rt✐❡❧ πif ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❛r✐❢s ❞❡ ❧❡✉r
✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ♣✉✐s ❧❡ ♣r✐① ❞✉ ✢✉① f ✭πf ✮ ❡st r❡❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣❛q✉❡t ♣r✐❝❡ ♠❡ss❛❣❡✱ ❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s ♣r✐① ♣❛rt✐❡❧s ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r ❝❤❛q✉❡ é♠❡tt❡✉r✳
✺✳✸✳✷ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ✢✉① ♣❛r t♦❦❡♥ ❜✉❝❦❡t
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❡r♠❡t à ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞✬✉♥ ✢✉① ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ❞é❜✐t ♠❛①✐♠❛❧ ❛✉q✉❡❧ ❡❧❧❡ ♣❡✉t
é♠❡ttr❡✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❆❖❉❱✱ ❞❡s ♣❛q✉❡ts ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s✱ ❡t ✐❧
s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥ t❡❧ ❞é❜✐t✳ ❏✬❛✐ ❝❤♦✐s✐
♣♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ t♦❦❡♥ ❜✉❝❦❡t✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ s❡❛✉✱ ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡s ❥❡t♦♥s à ✉♥ r②t❤♠❡ ❝♦♥st❛♥t r✳ ❙✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡❛✉✱ ❧❡s ❥❡t♦♥s à
❛❥♦✉t❡r s♦♥t ❥❡tés✳ ❈❤❛q✉❡ ❥❡t♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✳ ❆✐♥s✐✱ q✉❛♥❞ ✉♥ ♣❛q✉❡t
❛rr✐✈❡ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s✱ ♦♥ ❡♥❧è✈❡ ❞✉ s❛✉t ❛✉t❛♥t ❞❡ ❥❡t♦♥s q✉❡ ❝❡ q✉❡ ❝❡ ♣❛q✉❡t ❝♦♥s♦♠♠❡ ❡♥
t❡r♠❡s ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✳ ❙✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❥❡t♦♥✱ ❧❡ ♣❛q✉❡t ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❥❡té✳ ▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡ t♦❦❡♥ ❜✉❝❦❡t ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳✷✳
✷✻❘❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❞❛♥s ✽✵✷✳✶✶✱ ♣♦✉r ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ t❛✐❧❧❡✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞✬❛❝❝ès ❛✉ ♠é❞✐✉♠ ❝♦♠♣t❡♥t ❛✉t❛♥t
q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡❞✐✉♠
✺✳✸✳ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✺✶
▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❡st q✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ré❣✉❧❡r ❞❡s tr❛✜❝s ❞❡ t②♣❡ CBR ✭❈♦♥st❛♥t
❇✐t ❘❛t❡✮ q✉❡ ❞❡s ✢✉① TCP ✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ TCP ✱ ❧❡s ♣❛q✉❡ts ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r✈❡♥✐r à ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✸ ✲ ❞❛♥s ❧❡
♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s ✲ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❜✉rsts ❞❡ ♣❛q✉❡ts ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ❡s♣❛❝és ❞❡ ✷ RTT
✭✐✳❡ ❧❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉r q✉✬❛rr✐✈❡♥t ❧❡s ❛❝q✉✐tt❡♠❡♥ts✮✱ ❝❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ t♦❦❡♥
❜✉❝❦❡t✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❛ï✈❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❧❛✐ss❡r ♣❛ss❡r ❧❡s ♣❛q✉❡ts à ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ré❣✉❧✐❡rs ✲ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡
❧❡❛❦② ❜✉❝❦❡t ✲ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r❛✐t ♠❛❧ ❛✈❡❝ TCP ✳ ❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡s ♣❛q✉❡ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ st♦❝❦és
❞❛♥s ✉♥❡ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✐❧s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ❡♥✈♦②és✱ ❡t s✐ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞é♣❛ss❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
s❡✉✐❧✱ ❧❡s ♣❛q✉❡ts s♦♥t r❡❥❡tés✳ TCP ré❛❣✐t ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ tr♦♣ t❛r❞✱ ✉♥❡
❢♦✐s q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣❛q✉❡ts q✉✐ ♣ré❝❡❞❡♥t ❧❡ ♣❛q✉❡t r❡❥❡té ❞❛♥s ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ♦♥t été ❡♥✈♦②és ❡t q✉✬❛✉❝✉♥
❛❝q✉✐tt❡♠❡♥t ♥✬❛rr✐✈❡ ♣♦✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❛q✉❡t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ t♦❦❡♥ ❜✉❝❦❡t✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❡t
❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❞é❧❛✐ ✿ ❧❡s ♣❛q✉❡ts s♦♥t s♦✐t ❡♥✈♦②és ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✱ s♦✐t r❡❥❡tés✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❡♥tr❡ ❧❡❛❦② ❜✉❝❦❡t
❡t t♦❦❡♥ ❜✉❝❦❡t r❡✈✐❡♥t à ✉♥ ❝❤♦✐① ❡♥tr❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❧❛✐ ❡t q✉❛❧✐té ❞✉ ❧✐ss❛❣❡ ❞✉ ❞é❜✐t✳ ❏✬❛✐ ❝❤♦✐s✐
❧❡ ❞é❧❛✐✳
✺✳✸✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ s✉r❝♦ût ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡
P❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❆❖❉❱✱ ♦✉ ❞❡ t♦✉t ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ✉t✐❧✐s❛♥t
❞❡s ♣❛q✉❡ts ❍❡❧❧♦ ré❣✉❧✐❡rs✱ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❛ ✉♥ ❝♦ût s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❞❡✉① s♦✉r❝❡s ✿
✕ ❧✬❛❥♦✉t ❞❛♥s ❧❡s ♣❛q✉❡ts ❍❡❧❧♦ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ t❛r✐❢✱
✕ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛q✉❡ts Pr✐❝❡ ♠❡ss❛❣❡s✳
❏❡ ♠♦♥tr❡ ✐❝✐ ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r q✉❡ ❝❡ s✉r❝♦ût ❡st très ❢❛✐❜❧❡✳
Pr✐❝❡ ♠❡ss❛❣❡s
❈❡s ♠❡ss❛❣❡s ♥❡ s♦♥t ✉t✐❧✐sés q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✢✉① ♠✉❧t✐✲s❛✉ts✳ ❚♦✉s ❧❡s T♣r✐❝❡ s❡❝♦♥❞❡s✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r é♠❡tt❡✉r
❞✬✉♥ ✢✉① ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ st❛t✐♦♥ s✐t✉é❡ ❥✉st❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✢✉① ♠✉❧t✐✲s❛✉ts✮ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥
♠❡ss❛❣❡ ❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡st✐♥é à ❝❛❧❝✉❧❡r ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❛r✐❢s ❞❛♥s ❧❡ ❦✲✈♦✐s✐♥❛❣❡
❞❡ ❝❡ ✢✉①✳ ❉ès q✉✬❡❧❧❡ r❡ç♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣r✐① t♦t❛❧ ❞✉ ✢✉①✱ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ Pr✐❝❡ ♠❡ss❛❣❡ ❞❛♥s
❧✬❛✉tr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❙✐ h ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛✉ts q✉❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❝❡ ✢✉①✱ ❡t t ❧❡ ❝♦ût ❡♥ t❡♠♣s ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✉
❝❛♥❛❧ ❞❡s ♣r✐❝❡ ♠❡ss❛❣❡s✱ ❧❡ s✉r❝♦ût ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠❡ss❛❣❡s s✬❡①♣r✐♠❡
❞♦♥❝ ♣❛r ✿
2(h− 1)t
T♣r✐❝❡
❈❡s ♠❡ss❛❣❡s s♦♥t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ t❛✐❧❧❡ ✿ ✐❧s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ✭❞❛♥s
❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❧✬❛❞r❡ss❡ ■P ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✮✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♣r✐①✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ s♦♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① t❡♠♣s ❞✬❛❝❝ès ❛✉
♠é❞✐✉♠✳
❋❛✐s♦♥s ♥♦✉s ✉♥❡ ✐❞é❡ ❛✈❡❝ ✽✵✷✳✶✶❜ ♣♦✉r ✉♥ ✢✉① à ✹ s❛✉ts ❡t T♣r✐❝❡ = 1s✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞é❜✐t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✉♥ t❡❧ ♣❛q✉❡t ✉t✐❧✐s❡ ≈ 800µs ♣❛r s❛✉t✱ s♦✐t ♠♦✐♥s ❞❡ 5ms ❞❡ t❡♠♣s
❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡❞✐✉♠ ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✳
▼❡ss❛❣❡s ❍❡❧❧♦
▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❍❡❧❧♦✱
♣✉✐sq✉✬✐❧s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✿
✕ ❧❡s t❛r✐❢s ❞❡s st❛t✐♦♥s ❞✉ (k − 1)✲✈♦✐s✐♥❛❣❡✱
✕ ❧❡s ♣r✐① ❞❡s ✢✉① ❞✉ (k − 1)✲✈♦✐s✐♥❛❣❡✳
P♦✉rt❛♥t✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡❞✐✉♠✱ ❧❡ s✉r❝♦ût ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❝❡s ♠❡ss❛❣❡s r❡st❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ■❝✐✱ ❧❡
s❡✉❧ s✉r❝♦ût ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❍❡❧❧♦✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡s
❞❛♥s ❆❖❉❱✳ P♦✉r✈✉ q✉❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❡♥✈♦✐ ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❍❡❧❧♦✱ T❍❡❧❧♦✱ s♦✐t ✐♥❝❤❛♥❣é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞✬❆❖❉❱✱ ❧❡ s✉r❝♦ût s❡ ❧✐♠✐t❡ ❞♦♥❝ à ❧✬❡♥✈♦✐ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛✉
❞é❜✐t ❞✬❡♥✈♦✐ ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❍❡❧❧♦✱ r✳ ▲❡ s✉r❝♦ût ♣♦✉r ✉♥ ♣❛q✉❡t ❍❡❧❧♦✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ds
✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡
st❛t✐♦♥s ❡t df ✢✉① à ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✿
ov❍❡❧❧♦ =
1
r
(k − 1)β(ds + df )s✢♦❛t
◆♦t❡ ✿ ❖♥ ❛♣♣r♦①✐♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ st❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ k − 1 ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♣❛r (k − 1)β ✱ ♦ù β = 2 ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✱
❡t β = 3 ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳
❊♥✜♥✱ ❝❤❛q✉❡ s❡❝♦♥❞❡✱ ✉♥❡ st❛t✐♦♥ ❡♥t❡♥❞ αβds ♣❛q✉❡ts ❍❡❧❧♦✱ ♦ù α ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞✉ ♠❡❞✐✉♠ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ ✿
αβdsov❍❡❧❧♦
T❍❡❧❧♦
❖♥ ♣❡✉t r❡t❡♥✐r q✉❡ ❧❡ s✉r❝♦ût ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❍❡❧❧♦ ❡st ❡♥ O((k − 1)βd2s)✳
❊①❡♠♣❧❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✿
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✉✐✈❛♥t❡s ✿
ds df k r α β T❍❡❧❧♦
10 2 2 1Mbps 2 2 1s
▼ê♠❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❞❡♥s✐té é❧❡✈é❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s✉r❝♦ût ♣❛r ♣❛q✉❡t ❍❡❧❧♦ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 400µs✱
s♦✐t ✉♥❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡❞✐✉♠ ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ st❛t✐♦♥ ❞❡ 1.6ms ♣❛r
s❡❝♦♥❞❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡st❡ ❛ss❡③ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❛✉ss✐ ❞❡♥s❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱
❥✬❛✐ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❛ss❡③ ❛♥❝✐❡♥♥❡✱ ❡t ❧❡ s✉r❝♦ût ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ q✉❡
❧❡s ❞é❜✐ts s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜✐ts ♣❧✉s é❧❡✈és✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ❞❡ ✽✵✷✳✶✶♥ ❞❡✈r❛✐❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡
❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❍❡❧❧♦ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t✳
❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡
✺✸

❈❤❛♣✐tr❡ ✻
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✻✳✶ ▲❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ◆❙✲✷
✻✳✶✳✶ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡t ré❛❧✐s♠❡
◆❙✲✷ ✭◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠✉❧❛t♦r ✷✮ ❡st ✉♥ ❞❡s s✐♠✉❧❛t❡✉rs ❞❡ rés❡❛✉① ✜❧❛✐r❡s ❡t s❛♥s ✜❧ ❧❡s ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s
❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❛r✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬❖♣♥❡t ❬✺✻❪ ♦✉ ◗✉❛❧♥❡t ❬✺✼❪✱ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡ ❞❡ ●❧♦♠♦❙✐♠✱ ✐❧ ❡st ❧✐❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐ts✱ ❡t s♦♥ ❝♦❞❡ ❡st ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❡t ♠♦❞✐✜❛❜❧❡✳ P♦✉r q✉❡ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦✐❡♥t ✉t✐❧❡s à ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❝❡✉①✲❝✐ s♦✐❡♥t
✈ér✐✜❛❜❧❡s✱ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡s✱ ❡t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ➚ ❝❡ t✐tr❡✱ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛r✐té ❛ été ♣♦✉r ♠♦✐
✉♥ ❝r✐tèr❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ s✐♠✉❧❛t❡✉r✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ◆❙✲✷ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ s✐♠✉❧❛t❡✉r très ♣❡r❢♦r♠❛♥t✳ ▲❡s ❝♦♥❝❡♣t❡✉rs ❞✉ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❲❙◆❡t
♣rés❡♥t❡♥t ❞❛♥s ❬✸✻❪ ✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❡t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡
s❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦ ❡t ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ◆❙✲✷ ❡st ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛ss❡③
♣❡✉ ♣❡r❢♦r♠❛♥t✱ ❡t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ✭❝❡♥t st❛t✐♦♥s ❛✉ ♣❧✉s✱ s✉r
✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞❡s✮✳
❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ré❛❧✐s♠❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♥♦t❛❜❧❡ q✉❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♣❤②s✐q✉❡
❞❡ ✽✵✷✳✶✶ ❞❛♥s ◆❙✲✷ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✐♥❡①❛❝t✐t✉❞❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✷✶❪✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡
♣❛s à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❞❡ rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ s✉✣s❛♠♠❡♥t ✜❛❜❧❡ ♣♦✉r q✉✬✐❧ ♣✉✐ss❡ s❡ s✉❜st✐t✉❡r
à ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧✱ ❡t ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ◆❙✲✷ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♣❧✉s ♠❛✉✈❛✐s q✉✬✉♥ ❛✉tr❡
s✐♠✉❧❛t❡✉r ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❬✻❪✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡✉① ❧✐❜r❛✐r✐❡s ✐♥té❣ré❡s ❡♥ ✷✵✵✽ à ◆❙✲✷✳✸✸ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ✿ ✽✵✷✳✶✶❊①t ❬✷✶❪✱ ❡t ❞❡✐ ✽✵✷✳✶✶ ▼✉❧t✐r❛t❡ ❬✷✹❪✳ ❊❧❧❡s ♥✬♦♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s
été ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡✱ ❞✬❛❜♦r❞ ❝❛r ❥❡ ♥✬❛✐ ♣❛s ♣✉ ♦♣t✐♠✐s❡r Pr♦✜t❡r♦❧❡ ♣♦✉r ❝❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❝❛r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ r♦✉t❛❣❡ t❡❧s q✉❡ ❆❖❉❱✱ q✉✐ s♦✉✛r❡♥t ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❣r❛②
③♦♥❡✱ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ♠❛❧ ❛✈❡❝ ❝❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❆✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡✱ ❡t ❞❡
❞✐ss♦❝✐❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ r♦✉t❛❣❡ ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❥✬❛✐ ❞♦♥❝ ♣ré❢éré ✉t✐❧✐s❡r
✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ◆❙✲✷✱ ❞♦♥t ❥❡ ❞é❝r✐s ❧❡s ✐♥❡①❛❝t✐t✉❞❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
s♦♥t ❞♦♥❝ s♦✉✈❡♥t é❧♦✐❣♥és ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té ❡t s♦♥t s✉❥❡t à ❝❛✉t✐♦♥✳
✻✳✶✳✷ ■♥❡①❛❝t✐t✉❞❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦ ❞❡ ◆❙✲✷✳✸✸
❏❡ ♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ ❧❡s ✐♥❡①❛❝t✐t✉❞❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦ ❞❡ ◆❙✲✷✳✸✸✷✼✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❧✐st❡
❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❛❞♠✐s❡s✱ ♠❛✐s ♣♦✉rt❛♥t ❡rr♦♥é❡s✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❑♦t③ ❡t
❛❧✳ ❬✹✸❪ ✿
✶✳ ▲❡ ♠♦♥❞❡ ❡st ♣❧❛t✳ ❉❛♥s ◆❙✲✷✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱
♠❛✐s ❝❡tt❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♥✬❛ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❛✉t♦✲✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞✉❡s
✷✼❆ ♠❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s ré❝❡♥t❡ ❞❡ ◆❙✱ ◆❙✲✸✳
✺✺
✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛✉① r❡❜♦♥❞s s✉r ❧❡ s♦❧✱ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛♣♣❡❧é ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❢❛❞✐♥❣✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ❛✈❡❝ ◆❙✲✷
♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞✬♦❜st❛❝❧❡s✳
✷✳ ▲❛ ♣♦rté❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❡st ✐s♦tr♦♣❡✳ ❉❛♥s ◆❙✲✷✳✸✸✱ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡
♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧✬é♠❡tt❡✉r✱ ❡t ❧❡s ❛♥t❡♥♥❡s s♦♥t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦sé❡s ♦♠♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t
♣❛r❢❛✐t❡s✳
✸✳ ▲❡s ❛♥t❡♥♥❡s ♦♥t t♦✉t❡s ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦rté❡✳ ✹✳❙✐ ❥❡ t✬❡♥t❡♥❞s✱ t✉ ♣❡✉① ♠✬❡♥t❡♥❞r❡✳ ❈❡s
♣r♦♣r✐étés ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❧✐❡♥s s♦♥t s②♠étr✐q✉❡s✳ ▲❡s ♣❛q✉❡ts ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ❡♠♣r✉♥t❡r ❧❛ ♠ê♠❡
r♦✉t❡ à ❧✬❛❧❧❡r q✉✬❛✉ r❡t♦✉r✳
✺✳ ❙✐ ❥❡ t✬❡♥t❡♥❞s✱ ❛❧♦rs ❥❡ t✬❡♥t❡♥❞s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t✳ ◆❙✲✷✳✸✸ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ à
s❡✉✐❧✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✽✵✷✳✶✶❊①t ❬✷✶❪✱ ❡t ❞❡✐ ✽✵✷✳✶✶ ▼✉❧t✐r❛t❡ ❬✷✹❪ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ♦ù ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧ s✉r ❜r✉✐t à
❧✬é♠❡tt❡✉r✳
✻✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❡ç✉❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ é♠❡tt❡✉r ❡t ré❝❡♣t❡✉r✳
❆ ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❥♦✉t❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ◆❙✲✷ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❣r❛② ③♦♥❡✱ ❝❛r
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ❞é❜✐t ♣❤②s✐q✉❡ ❛✉①q✉❡❧s s♦♥t ❡♥✈♦②és ❧❡s ♣❛q✉❡ts✳ ❈❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ ❛ ✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣❛q✉❡ts
❍❡❧❧♦ tr❛♥s♣♦rt❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r✐① s♦♥t ❡♥✈♦②és ❡♥ ❜r♦❛❞❝❛st✱ ❡t ❞♦♥❝ à ✉♥ ❞é❜✐t ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❜❛s❡✳
■❧s ❛✉r❛✐❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣♦rté❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡♥ ré❛❧✐té q✉❡ ❞❛♥s ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ k✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛✉ts✱ ❡♥ ❞❡ç❛ ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
q✉✬✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✱ ❛ été ✜①é❡ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✷✳ ■❧ ❡st ❢♦rt ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✶ s♦✐t
♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ s✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❍❡❧❧♦✳
✻✳✶✳✸ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❉❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦♥t été ✉t✐❧✐sés✳ ■❧s s♦♥t
❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✳
✻✳✷ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ ✢✉①
✻✳✷✳✶ ❋❧✉① ❈❇❘
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ✢✉① ❯❉P✴❈❇❘
à ✹ s❛✉ts✱ t❡❧ q✉❡ r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❉❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛
st❛t✐♦♥ ✸✱ ♦✉ ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ✷ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞❡s q✉❛tr❡ é♠❡tt❡✉rs ❞✉ ✢✉① ❞♦✐t
êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ♠❡❞✐✉♠✳ ▲❡ ✢✉① s❡ ✈♦✐t ❞♦♥❝ ❛ttr✐❜✉❡r ✉♥ q✉❛rt ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✱ ❝♦♠♠❡
♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ❞é❜✐ts ✭✜❣✉r❡ ✻✳✷✭❛✮✮✳
❚❛r✐❢s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✭❜✮ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s t❛r✐❢s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ st❛t✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ✈✐♥❣t ♣r❡♠✐èr❡s
s❡❝♦♥❞❡s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ❈❡s t❛r✐❢s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① λi✱ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐és à
❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❆♣rès ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ❞é❜✐t
ré❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s s❡❝♦♥❞❡s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ❧❡s t❛r✐❢s s❡ ♠❡tt❡♥t ❜r✉sq✉❡♠❡♥t à r❡❞❡s❝❡♥❞r❡✳ ❈❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❜r✉t❛❧ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❞✉ à ✉♥ ❞é❧❛✐ s✉r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✉ ♣r✐① t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡✳ ▲❡ ♣r✐❝❡
♠❡ss❛❣❡✱ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣r✐① t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥t ♣❛s à ❧❛ st❛t✐♦♥ ✶ à ❝❛✉s❡ ❞❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❞✉❡s ❛✉① é♠✐ss✐♦♥s ❞❡s st❛t✐♦♥s ✹ ❡t ✺✳ ▲❡s t❛r✐❢s é✈♦❧✉❡♥t ❞♦♥❝ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♣r✐①
❞❛t❛♥t ❞❡ q✉❡❧q✉❡s s❡❝♦♥❞❡s✱ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ❣r✐♠♣❡r ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ t❛r✐❢ ♣❛r✈✐❡♥♥❡
à ❧❛ st❛t✐♦♥ ✶ ♣✉✐s s♦✐t ❞✐✛✉sé❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s st❛t✐♦♥s✳
✻✳✷✳ ❊t✉❞❡ ❞✬✉♥ ✢✉① ✺✼
P❛r❛♠ètr❡ ❱❛❧❡✉r
❙✐♠✉❧❛t❡✉r ◆❙✲✷✳✸✸
▼♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❚✇♦ ❘❛② ●r♦✉♥❞
❆♥t❡♥♥❡s ♦♠♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s
❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ 200 ♠
❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡ 400 ♠
❈♦✉❝❤❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✽✵✷✳✶✶❜
❋❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ 31✲1023
❙❤♦rt ❘❡tr② ▲✐♠✐t 4
▲♦♥❣ ❘❡tr② ▲✐♠✐t 7
❙❧♦t 20 µs
❙■❋❙ 10 µs
❘❚❙✴❈❚❙ ❞és❛❝t✐✈és
❚❛✐❧❧❡ ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✜①❡ ✲ 1000 ♦❝t❡ts
❉é❜✐t ♣❤②s✐q✉❡ 11 ▼❜♣s
❉é❜✐t ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ 1 ▼❜♣s
❉é❜✐t ✉t✐❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✬✉♥ ✢✉① ❯❉P 5.1 ▼❜♣s
❉é❜✐t ✉t✐❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞✬✉♥ ✢✉① ❚❈P 3.7 ▼❜♣s
P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡
P♦rté❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❍❡❧❧♦ ✭k✮ ✷ s❛✉ts
❋réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❍❡❧❧♦ 1 s❡❝♦♥❞❡
❋réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❡♥✈♦✐ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡s Pr✐❝❡ 1 s❡❝♦♥❞❡
❋réq✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❛r✐❢s 0.1 s❡❝♦♥❞❡
❚❛❜✳ ✻✳✶ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
1 2 3 4
f1
150m
5
❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ ❋❧✉① à q✉❛tr❡ s❛✉ts✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s st❛t✐♦♥s ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ❡♥ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡
❞❡ 4 ♦✉ 5 ♣❡✉✈❡♥t ♣r♦✈♦q✉❡r ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥ 1✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡ ❡st ❞❡ ✹✵✵♠✳
❉é❧❛✐s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✭❝✮ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧✬â❣❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥♥✉❡s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ st❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s
st❛t✐♦♥s ✈♦✐s✐♥❡s✳ P♦✉r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s st❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t❛r✐❢ ❡t s❛ ré❝❡♣t✐♦♥
♣❛r s❡s ✈♦✐s✐♥s à ✉♥ s❛✉t r❡st❡ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ ✵ ❡t ✶ s❡❝♦♥❞❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞✬❆❖❉❱✱ ❧❡s ♣❛q✉❡ts ❍❡❧❧♦✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr❛♥s♠❡ttr❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ s♦♥t ❡♥✈♦②és à
♣❡✉ ♣rès t♦✉t❡s ❧❡s s❡❝♦♥❞❡s✳ ❈❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✉♥ rés✉❧t❛t s✉r♣r❡♥❛♥t t❛♥t q✉✬❛✉❝✉♥ ♣❛q✉❡t ❍❡❧❧♦ ♥✬❡st
♣❡r❞✉✳ P❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡ s♦rt s❡♠❜❧❡ s✬❛❝❤❛r♥❡r s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s st❛t✐♦♥s✱ q✉✐ ♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♦❜s♦❧èt❡s s✉r ✉♥ ❞❡ ❧❡✉rs ✈♦✐s✐♥s✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❞✉ à ❞❡s ♣❡rt❡s très ❢réq✉❡♥t❡s ❞❡
♣❛q✉❡ts ❍❡❧❧♦ s✉r ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✭❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ st❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s✮✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡
♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❡✉t ♥✉✐r❡ à ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ■❧ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❛♣♣❛r❡♥t ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ♦ù ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ r♦✉t❡ ♣♦✉r ❛❧❧❡r ❞✬✉♥❡ st❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❉❛♥s
❞❡s rés❡❛✉① ♣❧✉s ❞❡♥s❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs r♦✉t❡s ♣♦✉r ❛❧❧❡r ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t à ✉♥ ❛✉tr❡✱ ❝❡ q✉✐
❛tté♥✉❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳
✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s
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✭❝✮ ❉é❧❛✐s✳
❋✐❣✳ ✻✳✷ ✕ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ s✉r ✉♥ ✢✉① à ✹ s❛✉ts ✲ ✢✉① ❯❉P✳
✻✳✷✳✷ ❋❧✉① ❚❈P
▲❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é à ❞❡s ✢✉① ❚❈P✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ t②♣❡ ❞❡ ✢✉①✱ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♠❡❞✐✉♠ q✉❡ ❧✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥ ♣❛q✉❡t ❞❡ ❝❡ ✢✉① r❡♣rés❡♥t❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♣r✐s❡ ♣❛r ✉♥ ♣❛q✉❡t ❚❈P ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣r✐s❡ ♣❛r ✉♥ ♣❛q✉❡t
❯❉P✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❛❝q✉✐tt❡♠❡♥t ❚❈P✳ ▲❡s ❛❝q✉✐tt❡♠❡♥ts ❝♦♥s♦♠♠❡♥t ✉♥❡
❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ✿ ❧❡ ❞é❜✐t t❤é♦r✐q✉❡ ❞✬✉♥ ✢✉① ❚❈P s❡✉❧ ❛✈❡❝ ✽✵✷✳✶✶❜ ❡t ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ ✶✵✵✵
♦❝t❡ts ❡st ❞❡ 3.7 ▼❜♣s✳
❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜✐t ♣❛r t♦❦❡♥ ❜✉❝❦❡t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♣♦✉r ❚❈P✳ ▲❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡
❞é❜✐t à ❝♦✉rt t❡r♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✭❛✮ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✉❡s à ✉♥❡ ✐♥st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
✲ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s t❛r✐❢s s♦♥t st❛❜❧❡s ❛✉ ❜♦✉t ❞❡ ✷✵ s❡❝♦♥❞❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✭❜✮ ✲ ♠❛✐s ❛✉① ✈❛r✐❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❚❈P✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s t❛r✐❢s s❡♠❜❧❡♥t é✈♦❧✉❡r ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❡t ✈❡rs ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐é à ❚❈P✳ ❆ ❝❡ s✉❥❡t✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡
♥♦t❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❛r✐❢s λi✱ ♦♣t✐♠❛✉①✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ♣r✐①✱ ✐✳❡✳ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s λi s✉r ❧❛ r♦✉t❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✢✉①✱ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✈❡rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ♥✬❛♣♣♦rt❡ ♣❛s ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡ ♥♦t❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✽✵✷✳✶✶
s❛♥s ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜✐t✱ ❝❛r ✭❛✮ t♦✉s ❧❡s ❧✐❡♥s s♦♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té ❡t ✭❜✮ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
r♦✉t❛❣❡✳
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❋✐❣✳ ✻✳✸ ✕ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ s✉r ✉♥ ✢✉① à ✹ s❛✉ts ✲ ✢✉① ❚❈P✳
✻✳✷✳✸ ❋❧✉① à ♥♦♠❜r❡✉① s❛✉ts
◗✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛✉ts ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❧❡♥t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
♦❜s❡r✈❡r ❡♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ✉♥ ✢✉① ❚❈P ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✷✵ st❛t✐♦♥s ✲ ❡t ❞♦♥❝ ✶✾ s❛✉ts✳
▲❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡s t❛r✐❢s ❡t ❞✉ ♣r✐① ❞✉ ✢✉① q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✹✭❜✮ ❡t ✻✳✹✭❝✮ s♦♥t ❞✉❡s
❛✉ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❛r✐❢s s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ r♦✉t❡ ♣✉✐s ♣♦✉r
✻✳✸✳ ❙t❛t✐♦♥ ❝❛❝❤é❡ ❛s②♠étr✐q✉❡ ✺✾
❞✐✛✉s❡r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s st❛t✐♦♥s ✈♦✐s✐♥❡s ❞✉ ✢✉①✳ ❈❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ s♦✉❧è✈❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉
❝❤♦✐① ❞✉ ♣❛s ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿ s✬✐❧ ét❛✐t ❝❤♦✐s✐ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉rr❛✐t ♥❡
♣❛s ❝♦♥✈❡r❣❡r ❞❛♥s ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ✢✉① ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s Pr♦✜t❡r♦❧❡✳
❖♥ ❝♦♥st❛t❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❞❡s ❞é❜✐ts ✭✜❣✉r❡ ✻✳✹✭❛✮✮ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐t❡ ♣❛r Pr♦✜t❡r♦❧❡
♥✬❛ ❛✉❝✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡ ❞é❜✐t ❞✉ ✢✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❞é❜✐t ♠❛①✐♠❛❧ q✉❡ ❚❈P ♣❛r✈✐❡♥t à ❛tt❡✐♥❞r❡ s✉r ✉♥❡
t❡❧❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r t❤é♦r✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r Pr♦✜t❡r♦❧❡✱ é❣❛❧❡ ❛✉ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❞❡ ❧❛
❝❛♣❛❝✐té✱ ✐✳❡✳ 0.74Mbps✳ ■❝✐✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧✐♠✐t❛♥t ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❚❈P✱ ❧✐♠✐té❡
à ✷✵ ❞❛♥s ♥♦s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳
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❋✐❣✳ ✻✳✹ ✕ ❋❧✉① ❚❈P à ✷✵ st❛t✐♦♥s ✭✶✾ s❛✉ts✮✳
✻✳✸ ❙t❛t✐♦♥ ❝❛❝❤é❡ ❛s②♠étr✐q✉❡
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❝❛❝❤é❡ ❛s②♠étr✐q✉❡✱ ❞♦♥t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡
❡♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✺✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡✱ s✬✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡
♣❛rt❛❣❡✱ ♥❡ ♣❡✉t s✉♣♣r✐♠❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳
❉❛♥s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s st❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s ❛s②♠étr✐q✉❡s ✭✈♦✐r ✷✳✸✳✶ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✱ ❞❡✉① ✢✉①
s♦♥t ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛❝❝ès ❛✉ ♠é❞✐✉♠✱ ❧❡ ✢✉① ✸✲✹ ♦❝❝✉♣❡ t♦✉t❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❝❛r s❡s é♠✐ss✐♦♥s
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✭❞✮ ❉é❧❛✐s✳
❋✐❣✳ ✻✳✻ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s st❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s ❛s②♠étr✐q✉❡s✳
✻✳✸✳ ❙t❛t✐♦♥ ❝❛❝❤é❡ ❛s②♠étr✐q✉❡ ✻✶
✽✵✷✳✶✶❜ ✽✵✷✳✶✶❣ ✽✵✷✳✶✶♥❛
❙■❋❙ ✶✵ µs ✶✵µs ✶✻ µs
❙❧♦t t✐♠❡ ✷✵µs ✾ ♦✉ ✷✵µs ✾µs
❋❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥
✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❧♦ts✮
✸✶✲✶✵✷✸ ✶✺✲✶✵✷✸ ✶✺✲✶✵✷✸
❉é❜✐t ❞✬❡♥✈♦✐ ♠❛①✐♠❛❧ ✶✶▼❜♣s ✺✹ ▼❜♣s ✺✹✵▼❜♣s
❛❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❲❲✐❙❊✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✽✵✷✳✶✶♥
❋✐❣✳ ✻✳✼ ✕ ❚❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s q✉❡❧q✉❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶
✷✵✮✱ ❧❡s ♣r✐① ❞❡s ✢✉① s❡ st❛❜✐❧✐s❡♥t à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✷✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✢✉① s❡ ✈♦✐t ❛❧❧♦✉❡r ❧❛
♠♦✐t✐é ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✻✭❞✮ r❡♣rés❡♥t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ st❛t✐♦♥ ❧✬â❣❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦ût q✉✬❡❧❧❡ ❛ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s
✈♦✐s✐♥s✳ ❈♦♠♠❡ ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❍❡❧❧♦ s♦♥t ❡♥✈♦②és t♦✉t❡s ❧❡s s❡❝♦♥❞❡s ❡♥✈✐r♦♥✱ ❡t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ t❛r✐❢
s♦♥t ❛❝t✉❛❧✐sé❡s t♦✉s ❧❡s ❞✐①✐è♠❡s ❞❡ s❡❝♦♥❞❡✱ ❝❡t â❣❡ ♥❡ ❞é♣❛ss❡ ♣❛s ❡♥✈✐r♦♥ 1.1s t❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣❛q✉❡ts
❍❡❧❧♦ s♦♥t r❡ç✉s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s st❛t✐♦♥s s♦✉✛r❡♥t ❞❡
❞é❧❛✐s é❧❡✈és ✿ ❧❛ st❛t✐♦♥ 1 ♥❡ r❡ç♦✐t ♣❛s ❞❡ ♠❡ss❛❣❡ ❍❡❧❧♦ ❞❡ ✵ ♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s ❞❡ 7s✱ ❝❡ q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ✼
♣❛q✉❡ts ❍❡❧❧♦ ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ♦♥t été ♣❡r❞✉s ❧♦rs ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s é♠✐ss✐♦♥s ♣r♦✈❡♥❛♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞❡
3✳ ❈❡ ❞é❧❛✐✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜s❡r✈❡ s♦✉✈❡♥t q✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ r♦✉t❡ ❞✬✉♥❡ st❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ♣❡✉t
êtr❡ ♣❛r❢♦✐s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ✐❝✐✳ P✉✐sq✉❡
0 ❡st ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞✬✉♥ ✢✉①✱ ✐❧ ❡st r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✉ ♣r✐① ❞❡ ❝❡ ✢✉①✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ❧✐❡✉
❥✉sq✉✬à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✶✷✱ q✉❛♥❞ ✉♥ ♣❛q✉❡t ❍❡❧❧♦ ♣❛r✈✐❡♥t à ❧❛ st❛t✐♦♥ 1✳ ▲❡s t❛r✐❢s ❝♦♥t✐♥✉❡♥t ❞♦♥❝ ❞✬é✈♦❧✉❡r
❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♣r✐① ♦❜s♦❧èt❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡t ✐♥st❛♥t✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ✢✉① ✸✲✹ ♣❡r♠❡t ❞❡
ré❞✉✐r❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❍❡❧❧♦✳ ❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t ❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥ ♣❛s ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ✭✈♦✐r rés✉❧t❛ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ ❞❡
❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ q✉❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ sé♣❛ré ♣♦✉r ❧❡s ♠❡ss❛❣❡s ❍❡❧❧♦✱ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r ✜❛❜✐❧✐s❡r
❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ❝❡s ♠❡ss❛❣❡s✱ ❛❝❝è❧❡r❡r❛✐t ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜✐t ♥❡ rés♦✉t q✉❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❞❡s
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❧✐❡✉ ✿ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ✢✉① ✸✲✹ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✭✷✳✺▼❜♣s✮✱ ❧❛ ♠♦✐t✐é
❞❡s ♣❛q✉❡ts ❡♥✈♦②és ♣❛r ✵ ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡ç✉s ♣❛r ✶✳ ▲❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s q✉❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ 1 s✉❜✐t
s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♦❝❝✉♣é❡ ♣❛r 3✱ ❡t ♦♥ ❡st t❡♥té ❞✬❡♥ t✐r❡r ✉♥❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡rr♦♥é❡ ✿ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✐ r❡❧✐❡ ❝❡s ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡✉rs ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ 3 ♥✬♦❝❝✉♣❡
♣❛s ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ♠❡❞✐✉♠ ♣❡♥❞❛♥t ✺✵ ✪ ❞✉ t❡♠♣s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡♥✈♦✐ ❞✬✉♥ ♣❛q✉❡t ❡st ❝♦♠♣♦sé
❡♥ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ✭❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❞é❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✮✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ✐❧ ② ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❡♥ 1 s✐✱ à ✉♥ ✐♥st❛♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ 0 à 1✱ ❧❛ st❛t✐♦♥ 3 ❞é♠❛rr❡ ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ à ❝❤❛q✉❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛q✉❡t ❛②❛♥t s✉❜✐ ✉♥❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱
❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡✱ ❡t ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❛❧❧♦♥❣és✳
■❧ s❡♠❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s✬❛tté♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ✽✵✷✳✶✶❣
❡t ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ✽✵✷✳✶✶♥✱ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❡st à ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞✬❡♥✈♦✐ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❧❡s ❛♥❝✐❡♥♥❡s ✈❡rs✐♦♥s✱
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✼✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ ② ❛✐t q✉❡❧q✉❡s ♣❡t✐t❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞✬❛❝❝ès
❛✉ ♠é❞✐✉♠ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶✱ ✐❧ ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡✉rs t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ s❧♦t✱ q✉✐ s♦♥t s❡♠❜❧❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♦♥t
ré❞✉✐ts ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✺✵ ❡♥tr❡ ✽✵✷✳✶✶❜ ❡t ✽✵✷✳✶✶♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ♣r❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡
❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❜❛✐ss❡✱ ❡t ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
♣♦✉rr❛✐t ❞❡✈❡♥✐r ♠♦✐♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢✳
✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s
◆♦♠❜r❡ ❞❡ st❛t✐♦♥s ✷✺
❤❧✐♥❡ ❚❛✐❧❧❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s 400× 400
❚②♣❡ ❞❡ ✢✉① ❇❛❝❦❧♦❣❣❡❞ ✴ ❯❉P ✴ ❈❇❘
◆♦♠❜r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✷✵
❉✉ré❡ ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✺✵s
❚❛❜✳ ✻✳✷ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♥❞s rés❡❛✉①
❉é❜✐t ♠♦②❡♥ ✭❦❜✴s✮ ■♥❞✐❝❡ ❞❡ ❏❛✐♥ ♠♦②❡♥
❙❛♥s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜✐t ✻✹✼✳✸✸ ✵✳✻✼
❆✈❡❝ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ✻✺✵✳✷✻ ✵✳✽✶
❚❛❜✳ ✻✳✸ ✕ ❉é❜✐ts ❡t ❊q✉✐té ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♥❞s rés❡❛✉①
✻✳✹ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❞é❜✐t s✉r ❞❡ ❣r❛♥❞s rés❡❛✉①
▲❡s sér✐❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t s♦♥t ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❛♥s ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♠♦✐♥s s♣é❝✐✜q✉❡s✱ ❡t ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ st❛t✐♦♥s✳
P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❧❛❝❡ ✷✺ st❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ 400m×400m✳
◗✉❛tr❡ ✢✉① ❯❉P✴❈❇❘ tr❛✈❡rs❡♥t ❝❡ rés❡❛✉✳ ▲❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ✢✉① ❡st ❡❧❧❡
❛✉ss✐ ❝❤♦✐s✐❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ 160m✱
❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s ✢✉① s♦♥t ❞♦♥❝ ♠✉❧t✐✲s❛✉ts✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡
Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶ s❛♥s ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜✐t✳ ❈❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ été ré♣été❡ ✷✵ ❢♦✐s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t
✈❛r✐❡r ❧❡s ✢✉① ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s st❛t✐♦♥s✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✷ rés✉♠❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❆✉ ❞é❜✉t ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ t❡♥t❡ ❞✬é♠❡ttr❡ à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ♣✉✐s ♥♦tr❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡
ré❣✉❧❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞é❜✐ts✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ❞é❜✐ts ❞❡s ✢✉① ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧❡s ✶✵ ❞❡r♥✐èr❡s
s❡❝♦♥❞❡s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❛✐t ❝♦♥✈❡r❣é ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛
♠❡s✉r❡✷✽✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❏❛✐♥ ❬✺✽❪ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧✬éq✉✐té ❞❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s✳ P♦✉r N ✢✉①
❞❡ ❞é❜✐ts r❡s♣❡❝t✐❢s (xi)i∈[1..N ]✱ ❝❡t ✐♥❞✐❝❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❛✐♥s✐ ✿
(
∑
xi)
2
N ∗∑x2i ✭✻✳✶✮
▲✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❏❛✐♥ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r ❡♥tr❡ 1N ✭✉♥ s❡✉❧ ✢✉① ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✮ à 1 ✭t♦✉s ❧❡s ✢✉① ♦♥t
❧❡ ♠ê♠❡ ❞é❜✐t✮✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✸✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✽ ✳ ❇✐❡♥
q✉❡ ❧❡ ❞é❜✐t ♠♦②❡♥ r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é✱ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✬éq✉✐té ❞❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ Pr♦❢✲
✐t❡r♦❧❡ ❡st ♠ê♠❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉✳ ❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧✱
♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ✢✉① ♠✉❧t✐✲s❛✉ts q✉✐ s♦♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞é❢❛✈♦r✐sés ❛✈❡❝ ✽✵✷✳✶✶✱ ❛❧♦rs q✉❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡
❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❞é❜✐ts ❞❡s ✢✉① à ✉♥ s❛✉t ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❛✉① ✢✉① ♠✉❧t✐✲s❛✉ts ✉♥ ❞é❜✐t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳
❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ s✬❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❞é❜✐ts s♦✐t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❛✈❡❝ Pr♦✜t❡r♦❧❡✱ ♣✉✐sq✉✬✉♥
✢✉① à k s❛✉ts ♦❝❝✉♣❡ k ❢♦✐s ♣❧✉s ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ q✉✬✉♥ ✢✉① à 1 s❛✉t✳ ❈✬❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡✛❡t
❝♦❧❧❛tér❛❧ ❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ✿ ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ r❛❞✐♦✱ ♦♥ ❛♠♦✐♥❞r✐t ❧❡s
r✐sq✉❡s q✉❡ ❧❡s ♣❛q✉❡ts ❞❡ r♦✉t❛❣❡ s♦✐❡♥t ♣❡r❞✉s✳ ❆✈❡❝ ✽✵✷✳✶✶✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ✢✉① ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛s à
tr♦✉✈❡r ❞❡ r♦✉t❡ ✈❡rs ❧❡✉r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❡t ❛✣❝❤❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ❞é❜✐t ♥✉❧✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✾ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡s ✢✉① s❡❧♦♥ ❧❡✉r ❞é❜✐t ♣♦✉r ❧❡s ✽✵ ✢✉① s✐♠✉❧és✳
▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ré❞✉✐t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢✉① ♣é♥❛❧✐sés ✿ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
❞❡ ✢✉① é♠❡tt❛♥t à ♠♦✐♥s ❞❡ ✺✵❦❜♣s ♣❛ss❡ ❞❡ 20% à 5%✳ ❉❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ Pr♦✜t❡r♦❧❡✱ ✉♥ s❡✉❧ ✢✉①
♥✬❛✈❛✐t ♣❛s ❞✉ t♦✉t ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❞✬✉♥ ✢✉① ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬é♠❡tt❡✉r ét❛✐t t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❤♦rs ❞❡ ♣♦rté❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ r❡st❡ ❞✉ rés❡❛✉✳
✷✽❉❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ✈✐♥❣t❛✐♥❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
✻✳✹✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❞é❜✐t s✉r ❞❡ ❣r❛♥❞s rés❡❛✉① ✻✸
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❋✐❣✳ ✻✳✾ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞é❜✐ts ❞❡s ✢✉① ♣♦✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ✷✺ st❛t✐♦♥s
✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✻✳✺ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈
✭t✐ré ❞❡ ❬✸✸❪✮
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡
Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❉✐❢❢◗✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✻✳✹✳ ❈❡rt❛✐♥s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❉✐❢❢◗ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❬✻✽❪✱ ♥♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐s à ♣❛rt✐r ❞❡s r❡❝♦♠♠❛♥❞❛t✐♦♥s
❞❡s ❛✉t❡✉rs✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ♦♣t✐♠❛✉①✳ ▲❡s ✢✉① s♦♥t ❞❡s
✢✉① ❯❉P ❧♦rsq✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s s♣é❝✐✜é✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❙✐♠✉❧❛t❡✉r ♥s✲✷✳✸✸
❚❡♠♣s ✶✷✵s
❚❛✐❧❧❡ 500m× 500m
▼♦❜✐❧✐té ❆✉❝✉♥❡
P♦rté❡ ❈♦♠✳ ✶✺✵♠
P♦rté❡ ■♥t❡r❢✳ ✸✵✵♠
Pr♦t♦❝♦❧❡ ▼❆❈ ✽✵✷✳✶✶❜ P❛r❛♠ètr❡s ❈❧❛ss✐q✉❡s
❋✐❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❚❛✐❧❧❡ ✜①❡ ✭✺✵ ♣❛q✉❡ts✮
Pr♦t♦❝♦❧❡ ❘♦✉t❛❣❡✴❘❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❆❖❉❱ P❛r❛♠ètr❡s ❈❧❛ss✐q✉❡s
❉✐❢❢◗ ❬✻✽❪
❆■▼❉ ✿ α = 2/3✱ β = 1kbps
◗✉❡✉❡❴❚❤r❡s❤ = 10
Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❬✻✺❪
❚r❛✜❝ ❈❇❘ ✴ ❯❉P ❈❛♣❛❝✐té ♠❛①
❋❚P ✴ ❚❈P ❈❛♣❛❝✐té ♠❛①
❉é♣❛rt ❞❡s ✢✉① ❆❧é❛t♦✐r❡
❚❛❜✳ ✻✳✹ ✕ ❘és✉♠é ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ❞é❜✐t ♦❜t❡♥✉✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s s♦♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ré❣✉❧❡r ❧❡ ❞é❜✐t ❞❡
❝❤❛q✉❡ ✢✉① ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉✳
❉❛♥s ❉✐❢❢◗✱ ✉♥❡ ❛✉t♦✲ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✢✉① à ❧❛ s♦✉r❝❡ ❝♦♠❜✐♥é❡ à ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♣r✐♦r✐tés ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❧✬❛❝❝ès ❛✉ ♠é❞✐✉♠ t❡♥❞ à r❡❣✉❧❡r ❧❡s ❞é❜✐ts ❞❡s ✢✉① ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐t❛❜❧❡✳ ▲❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ▼❆❈✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ✿ s✉r ❝❤❛q✉❡ r♦✉t❡✱ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ✐♥❢♦r♠❡ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡
♥÷✉❞ ♣ré❝é❞❡♥t s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ s❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❀ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞✱ ❝✬❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✉ s❛✉t s✉✐✈❛♥t✱ ❛♣♣❡❧é❡ diff ✱ q✉✐ ✈❛ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣r✐♦r✐té ▼❆❈
❞✬✉♥ ♣❛q✉❡t à ❡♥✈♦②❡r ✿ ♣❧✉s ❝❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ❣r❛♥❞❡✱ ♣❧✉s ❧❡ ♣❛q✉❡t ❡st ♣r✐♦r✐t❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ s✐♠♣❧❡
♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡ ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ à ✉♥❡ st❛t✐♦♥ ❛②❛♥t ✉♥❡ ✜❧❡
❞✬❛tt❡♥t❡ s❛t✉ré❡ ✭♣♦✉r ✉♥❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✮ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♣r✐♦r✐té ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ▼❆❈ ❧✉✐
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣✉r❣❡r ❝❡tt❡ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❉✐❢❢◗✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ♣❛r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥
❡t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ à ♣✉r❣❡r s✉r ✉♥ ♥÷✉❞ s❡ ❢❛✐t ❛✉ss✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ diff ✳ ❉❛♥s
Pr♦✜t❡r♦❧❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❉✐❢❢◗✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ✭♥✐✈❡❛✉ r♦✉t❛❣❡✮ ❡t
❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ à ✷ s❛✉ts ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t ❞✐✈✐sés ❡♥ tr♦✐s ♣❛rt✐❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s
❧❡s ❞❡✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s s✉r ❞❡✉① s❝❡♥❛r✐♦s s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ❈❡s ❞❡✉① s❝é♥❛r✐♦s s♦♥t ❧❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s ❡t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥té❡ ❞❡ ✢✉① s❛✉t ♣❛r s❛✉t✳ ❉❛♥s ❧❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❞❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s ✻✳✶✵✭❛✮✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s
❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬éq✉✐té ❞û à ❧✬❛❝❝ès ❛s②♠étr✐q✉❡ ❞✉ ♠é❞✐✉♠ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❡t
❧❡s ♣❛✐r❡s ❡①tér✐❡✉r❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳✶ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡
❞❛♥s ❉✐❢❢◗ ♥❡ rés♦✉❞ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡①❤✐❜❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts éq✉✐t❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡
❞❡✉①✐è♠❡ s❝❡♥❛r✐♦ t❡sté ✭❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✻✳✶✵✭❜✮✮✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s
✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✐♥tr❛✲✢✉①✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳✷ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❉✐❢❢◗ ❡t Pr♦✜t❡r♦❧❡
♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✳ ❉❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s
rés✉❧t❛ts s✉r ❞❡s s❝❡♥❛r✐♦s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s Pr♦✜t❡r♦❧❡
♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❧✉s éq✉✐t❛❜❧❡s ❝♦♠♣❛rés ❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❉✐❢❢◗✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ t♦✉s ❧❡s
s❝é♥❛r✐♦s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t❡stés ✐❝✐ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✬❛✉t♦✲ré❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❝♦✉♣❧é❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ▼❆❈✱ ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❉✐❢❢◗✱ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❞é❜✐ts ré❣✉❧✐❡rs✱ st❛❜❧❡s ❡t ✉♥
♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❜❛sé s✉r ✉♥ ♣❛rt❛❣❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛
✻✳✺✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈ ✻✺
❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✳ Pr♦✜t❡r♦❧❡ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ êtr❡ ✉♥ ❜♦♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡
❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦♠♠❡♥tés ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳
Paire 0 Paire 1 Paire 2
✭❛✮ ▲❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s✳
Station 1 Station 2 Station 3 Station 4Station 0
Flow 0 Flow 1 Flow 2 Flow 3
Flow 4
✭❜✮ ▲❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳
❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ✕ ❙❝é♥❛r✐♦ ét✉❞✐és✳
✻✳✺✳✶ ❚r♦✐s ♣❛✐r❡s
▲❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s ❋✐❣✳ ✻✳✶✵✭❛✮ ❛ été ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬✶✽❪✳ ❉❛♥s ❝❡ s❝é♥❛r✐♦✱ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❝❡♥tr❛❧❡✱ ✐❝✐
P❛✐r❡ ❇✱ ❡st ❡♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❛❝❝ès ❛✉ ♠é❞✐✉♠ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛✐r❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ✭❆ ❡t ❈✮✳ ❈❡tt❡ ❛s②♠étr✐❡
❞❛♥s ❧✬❛❝❝ès ❛✉ ♠é❞✐✉♠ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐♥❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛✐r❡ ❝❡♥tr❛❧❡
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❋✐❣✳ ✻✳✶✶ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✶ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r Pr♦✜t❡r♦❧❡✱ ❉✐❢❢◗ ❡t ❆❖❉❱ s❛♥s ré❣✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ❞é❜✐t✳ ❈❡s ✜❣✉r❡s tr❛❝❡♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞é❜✐ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳ ❈❡s ✜❣✉r❡s
♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐té ❞❛♥s ❧❡
♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r ✐❝✐ q✉❡ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉✐té s❡ ❢❛✐t ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞✬✉♥❡
❜❛✐ss❡ ❞✉ ❞é❜✐t ❣❧♦❜❛❧✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✶✭❜✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❉✐❢❢◗ ❛✣❝❤❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ t❡r♠❡s
❞✬éq✉✐té q✉✬❆❖❉❱✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t rés✉❧t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛✉t♦✲ré❣✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❉✐❢❢◗ ❛✉❣♠❡♥t❡
❧❛ ♣r✐♦r✐té ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ▼❆❈ ♣♦✉r ❧❡s st❛t✐♦♥s ❛②❛♥t ✉♥❡ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ♣❧❡✐♥❡ ✭❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ✐❝✐✮✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❉✐❢❢◗ ré❞✉✐t ❛✉ss✐ ❧❡ ❞é❜✐t à ❧❛ s♦✉r❝❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ♣❧❡✐♥❡ ✭❝❡ q✉✐
❡st ❧❡ ❝❛s ✐❝✐ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛✐r❡ ❝❡♥tr❛❧❡✮✳ ❈✬❡st ❧❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛❝t✐♦♥s q✉✐ ♣❡r♠❡t à ❉✐❢❢◗ ❞✬❛✈♦✐r
❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs rés✉❧t❛ts q✉✬❆❖❉❱✱ ♠❛✐s ♠♦✐♥s ❜♦♥s q✉❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❧❡s ❞é❜✐ts ❞❡
❝❤❛q✉❡ ✢✉① s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❝❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✳
❈♦♠♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ✿ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✭❞❡ ✵ à ✶✵
s❡❝♦♥❞❡s✮✱ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❆ ❡st s❡✉❧❡✱ ❡t ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✭✶✵ à
✷✵ s❡❝♦♥❞❡s✮✱ ❧❡s ♣❛✐r❡s ❆ ❡t ❇ ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡ ♠❡❞✐✉♠✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡
♣❛rt✐❡ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❛❧❧♦✉é❡ à ❧❛ ♣❛✐r❡ ❇✳ ❉❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❆❖❉❱
s❛♥s ré❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✳ ■❝✐✱ ❡❧❧❡ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ à ❞❡✉① s❡❝♦♥❞❡s✱ ❧❡ t❡♠♣s q✉❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ B ❡t ♣❛rt❛❣❡ ❧❡ ♠❡❞✐✉♠ éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s
✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ à ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛✐r❡✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ B ✈♦✐t s♦♥ ❞é❜✐t ré❞✉✐r❡
❜r✉t❛❧❡♠❡♥t✱ ❡t ❧❛ ♣❛✐r❡ C ♦❜t❡♥✐r ♣❧✉s ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ A✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à ❝❡t ✐♥st❛♥t✱ ❧❡s
♣❛✐r❡s A ❡t B s♦♥t ré❣✉❧é❡s à ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ✿ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ B✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❡♥
❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛✐r❡s A ❡t C ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞✉ t❡♠♣s✱ ❡t s❡ tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ❡♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛♠✐♥❡✱ ❡t ❡♥
❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❛✐r❡ C s❡✉❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛✉tr❡ ♠♦✐t✐é✳ ❊t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉✬à ❝❡t ✐♥st❛♥t✱
❧❛ ♣❛✐r❡ B ♦❜t✐❡♥t ❧❡ q✉❛rt ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✳
✻✳✺✳✷ ❈❤❛î♥❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❉❛♥s ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵✭❜✮✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❢❛✐r❡
❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✐♥tr❛✲✢✉①✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❥♦✉té ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s s❛✉t ♣❛r
s❛✉t ♣♦✉r ❛❝❝r♦îtr❡ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡ ✢✉① ❡♥tr❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ✵ ❡t ❧❛ st❛t✐♦♥ ✹✳
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❋✐❣✳ ✻✳✶✷ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✷ ♠♦♥tr❡ ✐❝✐ ❡♥❝♦r❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s Pr♦✜t❡r♦❧❡ ♣❡r♠❡t ✉♥ ♣❛rt❛❣❡
❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♣❧✉s éq✉✐t❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✷✭❝✮ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✢✉①
♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❞é❜✐t ✭❝♦♥st❛♥t✮ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❞é❜✐t ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs str✐❝t❡♠❡♥t
s✉♣ér✐❡✉r à 0 ❝❡ q✉✐ ❞é♥♦t❡ ✉♥❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❢❛♠✐♥❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ✢✉①✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t
❞ûs ❛✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s ❛✉ss✐ s✉r ❝❡s ✜❣✉r❡s q✉❡
❧❡s ❞é❜✐ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❉✐❢❢◗ s♦♥t ✐♥st❛❜❧❡s✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r ✐❝✐ q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à Pr♦✜t❡r♦❧❡
❡t ❆❖❉❱✱ ❧❡ ✢✉① ❧❡ ♣❧✉s ❛✈❛♥t❛❣é ❞❛♥s ❉✐❢❢◗ ❡st ❧❡ ✢✉① ✹ ✭❡♥tr❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ✵ ❡t ❧❛ st❛t✐♦♥ ✹✮✳ ❈❡t ❛✈❛♥t❛❣❡
❡st ❞✐❝té ♣❛r ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❉✐❢❢◗ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉① ✢✉① ❛②❛♥t ✉♥ ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛q✉❡ts ❞❛♥s ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ❡t ❞❛♥s ❝❡ s❝é♥❛r✐♦ ❛✉ ✢✉① ❝♦♥s♦♠♠❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s
❧❡ rés❡❛✉✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ♣♦✉r ❆❖❉❱✱ ❧❡ ✢✉① ✵ ✭❡♥tr❡ ❧❡s st❛t✐♦♥s ✵ ❡t ✶✮ ❡t ❧❡ ✢✉① ✹ ✭❡♥tr❡ ❧❡s st❛t✐♦♥s
✵ ❡t ✹✮ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ ❞é❜✐t ♥✉❧ ❞û ❛✉① ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ♣r♦✈♦q✉é❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ✶ ✭❡♥ ré❝❡♣t✐♦♥✮ ♣❛r
❧❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ✸ ✭❝❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s st❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s ❛s②♠étr✐q✉❡s ❬✶✵❪✮✳
✻✳✺✳✸ ❙❝❡♥❛r✐♦s ❛❧é❛t♦✐r❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ t❛✐❧❧❡
500m×500m ❛✈❡❝ 30 ♥÷✉❞s ♣❧❛❝és ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ✢✉① ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t à ❞❡s ✐♥st❛♥ts
❞✐✛ér❡♥ts ❝❤♦✐s✐s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ❡♥tr❡ [0; 100]s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❞é❜✐t ♠♦②❡♥s ❞❡s ✢✉① s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡
100s✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és t❡❧s q✉❡❧s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦✉♣❧❡s s♦✉r❝❡s✴❞❡st✐♥❛t✐♦♥s
s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦t♦❝♦❧❡s✳
✻✳✺✳✹ ❋❧✉① ❯❉P
◆♦✉s ❝❤♦✐s✐s♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✺ s♦✉r❝❡s ❡t ✺ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ✢✉① ❯❉P✴❈❇❘✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✸ ♠♦♥✲
tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r ✐❝✐ q✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❛❧é❛t♦✐r❡
❡st ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❞û à ❧✬❛❧é❛✱ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡rt❛✐♥s ♣❤é♥♦♠è♥❡s✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✸ q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ♣❧✉s ❞✬éq✉✐té ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❞é❜✐ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r
✻✳✺✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ▼❆❈ ✻✼
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✭❝✮ Pr♦✜t❡r♦❧❡✳
❋✐❣✳ ✻✳✶✸ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s s✉r ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭✸✵ ♥♦❡✉❞s✱ ✺ ✢✉①✱ ✉❞♣✮✳
q✉❡ ❧❡ ❞é❜✐t ❧❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❞é❜✐t ❛✉t♦✉r ❞❡ 250kbps ❛✈❡❝ Pr♦✜t❡r♦❧❡✳ P♦✉r ❉✐❢❢◗✱ ❧❡ ❞é❜✐t ❧❡ ♣❧✉s
❢❛✐❜❧❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ 120kbps ❡t ♣♦✉r ❆❖❉❱ ✐❧ ❡st ❞❡ 70kbps✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥st❛t❡r s✉r ❝❡s ✜❣✉r❡s q✉❡
❧❡ ❞é❜✐t ❣❧♦❜❛❧ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❆❖❉❱ ❡st ❧❡ ♣❧✉s é❧é✈é ❞❡s tr♦✐s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ✭2601.40kbps✮ ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞❡ ❧✬éq✉✐té
❝♦♠♠❡ s♦✉❧❡✈é ♣ré❝❡❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❡ ❞é❜✐t ❣❧♦❜❛❧ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡st ❞❡ 2500.22kbps ❡t ❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉
❛✈❡❝ ❉✐❢❢◗ ❡st ❞❡ 1722.18kbps✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❞é❜✐t ❣❧♦❜❛❧ ❡t ❞❡ ❞é❜✐t ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡
♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜✐t éq✉✐t❛❜❧❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳ ❆✈❡❝ ❉✐❢❢◗✱ ❝❡tt❡ éq✉✐té
s❡ ❢❛✐t ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té✱ t❛♥❞✐s q✉✬❆❖❉❱ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞❡ ❧✬éq✉✐té✳ ❈❡tt❡
r❡♠❛rq✉❡ s❡ ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s ✢✉① ✸ ❡t ✵ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦t♦❝♦❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡t
❆❖❉❱ ❛rr✐✈❡♥t à ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡ ❞é❜✐t ❞✉ ✢✉① ✸ ❛✉t♦✉r ❞❡s 1000kbps ❛❧♦rs q✉✬❛✈❡❝ ❉✐❢❢◗ ❝❡ ✢✉① ♥✬♦❜t✐❡♥t
q✉✬❡♥✈✐r♦♥ 470kbps✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❛✈❡❝ ❉✐❢❢◗ ❧❡ ✢✉① ✵ ♦❜t✐❡♥t 410kbps ❛❧♦rs q✉✬❛✈❡❝ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡t ❆❖❉❱
❝❡ ✢✉① ♦❜t✐❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ❞❡ ❞é❜✐t✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❞û à ❧❛ ♣♦❧✐t✐q✉❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡
❉✐❢❢◗ q✉✐ t❡♥❞ à ♣✉r❣❡r ❧❡s ✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❝❤❛q✉❡ ✢✉① s♦♥t rés✉♠és
❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✺✳
❋❧✉① ✵ ❋❧✉① ✶ ❋❧✉① ✷ ❋❧✉① ✸ ❋❧✉① ✹ ❚♦t❛❧
❆❖❉❱ ✼✷✳✻✷ ✶✺✾✳✾✸ ✼✷✹✳✷✵ ✶✵✵✻✳✺✸ ✻✸✽✳✶✶ ✷✻✵✶✳✹✵
❉✐❢❢◗ ✹✶✺✳✼✺ ✶✷✹✳✵✹ ✹✺✻✳✶✹ ✹✼✼✳✸✻ ✷✹✽✳✽✽ ✶✼✷✷✳✶✽
Pr♦✜t❡r♦❧❡ ✷✺✺✳✵ ✹✽✾✳✻ ✸✷✸✳✺✹ ✾✹✾✳✵✵ ✹✽✸✳✵✼ ✷✺✵✵✳✷✷
❚❛❜✳ ✻✳✺ ✕ ❘és✉♠é ❞❡s ❞é❜✐ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❙❝é♥❛r✐♦ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭✸✵ ♥÷✉❞s✱ ✺ ✢✉①✱ ✉❞♣✮✳
✻✳✺✳✺ ❋❧✉① ❚❈P
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐s♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t ✷ s♦✉r❝❡s ❡t ✷ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ✢✉① ❚❈P ❡t ✉♥
tr❛✣❝ ❋❚P✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✹ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■❝✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
q✉❡ ✷ ✢✉① ❝❛r ❧❡s ✢✉① ❚❈P ✐♠♣❧✐q✉❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡s ✢✉① ❞❡s ❛❝q✉✐tt❡♠❡♥ts✳
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✭❝✮ Pr♦✜t❡r♦❧❡✳
❋✐❣✳ ✻✳✶✹ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s s✉r ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭✸✵ ♥♦❡✉❞s✱ ✺ ✢✉①✱ ✉❞♣✮
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✹ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ s♦♥t ♠❡✐❧❧❡✉r❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s
✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❞❡ ❉✐❢❢◗ ❡t ❞❡ ❆❖❉❱✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❡st ❛❧❧♦✉é❡
❛✉ ✢✉① ✭❞♦♥♥é❡s ❡t ❛❝q✉✐tt❡♠❡♥ts✮ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣❧✉s éq✉✐t❛❜❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉r ❝❡tt❡
✜❣✉r❡ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s q✉❡ ❧❡ ❞é❜✐t ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❜t❡♥✉ ✈❛✉t ❡♥✈✐r♦♥ 460kbps ♣♦✉r Pr♦✜t❡r♦❧❡✱ 0kbps ♣♦✉r ❆❖❉❱
❡t 9kbps ♣♦✉r ❉✐❢❢◗✷✾✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❞❡ ♣❛r s❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥✱ ❉✐❢❢◗ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♦❜t❡♥✐r ❞❡ ❜♦♥♥❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛✈❡❝ ❚❈P ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❛❝q✉✐tt❡♠❡♥ts ♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r✐♦r✐té ❞❛♥s ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
♠❛✐s ❛✉ss✐ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❉✐❢❢◗ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❚❈P✳
◆♦✉s ✈♦②♦♥s ❛✉ss✐ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✹ q✉❡ ❧❡ ❞é❜✐t ❣❧♦❜❛❧ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❆❖❉❱ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r
Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❉✐❢❢◗ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢❛♠✐♥❡ ♣r♦✈♦q✉é s✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ✢✉①✳ ❯♥ rés✉♠é ❞❡s
❞é❜✐ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉① ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✻✳
❋❧✉① ✵ ❋❧✉① ✶ ❚♦t❛❧
❆❖❉❱ ✵✳✵ ✾✼✶✳✵✵ ✾✼✶✳✵✵
❉✐❢❢◗ ✽✳✹✽ ✺✸✺✳✵✽ ✺✹✸✳✺✻
Pr♦✜t❡r♦❧❡ ✹✻✹✳✼ ✻✾✼✳✹✽ ✶✶✻✷✳✶✽
❚❛❜✳ ✻✳✻ ✕ ❘és✉♠é ❞❡s ❞é❜✐t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❙❝é♥❛r✐♦ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭✸✵ ♥÷✉❞s✱ ✷ ✢✉①✱ t❝♣✮✳
✻✳✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ◆❙✲✷ ♠♦♥tr❡♥t ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ s✉r ❞✐✛ér❡♥ts s❝é♥❛r✐♦s
❡t ❝❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ✢✉① ❯❉P q✉✬❛✈❡❝ ❞❡s ✢✉① ❚❈P✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡
❉✐❢❢◗✱ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ ♠✉❧t✐s❛✉ts ♣r♦♣♦sé❡ ré❝❡♠♠❡♥t✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡st ♣❧✉s éq✉✐t❛❜❧❡✱ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❡t ♣❧✉s st❛❜❧❡ q✉❡ ❉✐❢❢◗✳ ▲✬❛✉t♦✲
ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜✐t ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡s ❡♥tr❡ ♥÷✉❞s ✈♦✐s✐♥s ❡t s✉r
✉♥❡ ♣r✐♦r✐t✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ▼❆❈✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❉✐❢❢◗✱ ❛ ❝❡rt❡s ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ s✐♠♣❧❡✱ ♠❛✐s
♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ t❡♥❞r❡ ✈❡rs ✉♥ ♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞✉ ♠é❞✐✉♠ r❛❞✐♦ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ré❛❧✐s❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡✳ ▲❛
ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡st✱ ♣♦✉r ❝❡s s❝é♥❛r✐♦s✱ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡
❉✐❢❢◗✳
✷✾❧❡s ❞é❜✐ts s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡ 100s✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✼
❊q✉✐té ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té
t✐ré ❞❡ ❬✷✽❪
✼✳✶ Pré❛♠❜✉❧❡
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥ ♣❡✉ à ♣❛rt ❡st ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥❥♦✐♥t ❛✈❡❝ ▼❛♥♦s ❉r❛♠✐t✐♥♦s s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬éq✉✐té✱ ❡t
s✉r ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬✉♥ rés❡❛✉✳ ❆✉ ❞❡❧à ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✲ ❞♦♥t ❧❡ ♠♦✐♥s q✉✬♦♥
♣✉✐ss❡ ❞✐r❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✐♥t✉✐t✐✈❡s ✲ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ r❡❣❛r❞ ♥♦✉✈❡❛✉ s✉r ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s rés❡❛✉✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s q✉❡ ❧❡ ❞é❜✐t
♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✢✉① r❡♥s❡✐❣♥❡ ❛ss❡③ ♠❛❧ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜✐t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s
❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s✱ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ q✉✐ ♦✛r❡ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❞é❜✐t ♠♦②❡♥ ❡st ❛✉ss✐ ❧❛ ♠♦✐♥s
éq✉✐t❛❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✮✳ ▲❡ ❞é❜✐t ♠♦②❡♥ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ♣❡✉ ✜❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥
♣r♦t♦❝♦❧❡✳
▼❛✐s ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ♥é❣❧✐❣❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ✉♥ rés❡❛✉✱ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❝❤❛♥❣❡ ❡♥ ♣❡r♠❛✲
♥❡♥❝❡ ✿ ❞❡s ✢✉① ❛rr✐✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✱ ❞✬❛✉tr❡s s❡ t❡r♠✐♥❡♥t✳ ❊t ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡s rés❡❛✉① s❛♥s
✜❧ ❛❝❝❡♥t✉❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t êtr❡ t❡♥té ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧ ❡st ❥✉st✐✜é✱ à t♦✉t
✐♥st❛♥t✱ ❞❡ s❛❝r✐✜❡r ✉♥ ♣❡✉ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ♣♦✉r ♣❧✉s ❞✬éq✉✐té ✿ s✐✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ ❞✬✉♥ ✢✉①✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
é✈♦❧✉❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s❡r♦♥t t❛♥tôt ❢❛✈♦r❛❜❧❡s✱ t❛♥tôt ❞é❢❛✈♦r❛❜❧❡s✱
♠❛✐s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❡❧❧❡s s✬éq✉✐❧✐❜r❡r♦♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ✲ ❡t ❞♦♥❝ ❡♥
♥❡ ❝❤❡r❝❤❛♥t ♣❛s ❧✬éq✉✐té ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ✲ ♦♥ ♠❛①✐♠✐s❡r❛ ❧❡ ❞é❜✐t ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✢✉①✳ ❚♦✉t ❝❡❝✐ ❞❡✈r❛✐t
êtr❡ ♣❧✉s ❝❧❛✐r ❛✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s✱ ✈✉ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ■♠❛❣✐♥♦♥s ✉♥ ✢✉① ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ s❛♥s
✜❧ très ♠♦❜✐❧❡ q✉✐ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ s❛ ✈✐❡✱ ♦❝❝✉♣❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣❧❛❝❡s ❞❡s ♣❛✐r❡s ❆✱ ❇ ❡t ❈ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡
❞❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❞é❜✐t ♠♦②❡♥ q✉❡ ❝❡ ✢✉① ❛✉r❛ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
✐♥st❛♥t❛♥é ❝❤♦✐s✐✳ ■❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ ❞é❜✐t t♦t❛❧ ❡st
❛✉ss✐ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ ❞é❜✐t ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❡ ✢✉①✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ s❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡ rés✉❧t❛t
❝♦♥tr❡✲✐♥t✉✐t✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ P♦✉r ✉♥ ✢✉① ❞♦♥t ❝✬❡st ❧❡ ❞é❜✐t à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ q✉✐ ❝♦♠♣t❡ ✭❝♦♠♠❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ✉♥ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ✜❝❤✐❡r✮✱ ♦♥ ♣ré❢èr❡r❛ ❞♦♥❝ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ▼❛✐s q✉✬❡♥ ❡st✲✐❧ ♣♦✉r
✉♥ ✢✉① ❞❡ str❡❛♠✐♥❣ ✈✐❞❡♦ ❄
▲❡ tr❛✈❛✐❧ q✉✐ s✉✐t ❡st ✉♥❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬✉♥ rés❡❛✉✳ ■❧ ♠♦♥tr❡
♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬éq✉✐té ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ♦♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t ♣♦s✐t✐❢ s✉r ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥
P❛✐r❡ ❆ P❛✐r❡ ❇ P❛✐r❡ ❈ ❉é❜✐t ♠♦②❡♥ ❞✉ ✢✉① ♠♦❜✐❧❡
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▼❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t t♦t❛❧ 1 0 1 23
❋✐❣✳ ✼✳✶ ✕ ❉é❜✐t ♠♦②❡♥ s❡❧♦♥ ❧❡s t②♣❡s ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s
✻✾
✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❊q✉✐té ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té
❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❛ss✉r❛♥t ✉♥ ❞é❜✐t ♣❧✉s ❝♦♥st❛♥t✳
✼✳✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s éq✉✐t❛❜❧❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ s♦♥t é✈❛❧✉é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✉r ❞❡s s❝❡♥❛r✐♦s st❛t✐q✉❡s ✿ ❝❤❛q✉❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❡st é✈❛❧✉é s✉r ✉♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞♦♥♥é❡
✭❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✮ ♦ù ❞❡s ♣❛✐r❡s é♠❡tt❡✉r✲ré❝❡♣t❡✉r ✜①é❡s ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡♥t ❞✉r❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ tr❛✜❝✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ét✉❞✐és ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧❡ ❞é❜✐t ♣❛r ✢✉①✱ ❧❡
❞é❜✐t t♦t❛❧✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ♦✉ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❏❛✐♥✱ ❡t ❝❡s ♠étr✐q✉❡s s♦♥t
é✈❛❧✉é❡s ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✉ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①é❝✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
P❛r❢♦✐s✱ ❧✬éq✉✐té à ❝♦✉rt✲t❡r♠❡ ❡st é✈❛❧✉é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❏❛✐♥ ♠♦②❡♥ s✉r ❞❡ ♣❧✉s
❝♦✉rt❡s ❞✉ré❡s✳
▼❛✐s s✉r ✉♥❡ ❞✉ré❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡✱ ❧❡s t②♣❡s ❞❡ tr❛✜❝ ❡t✴♦✉ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡
❝❤❛♥❣❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ✢✉① q✉✐ s♦♥t ♣é♥❛❧✐sés à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♥❡ r❡♥❝♦♥tr❡♥t ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés à ❞✬❛✉tr❡s ♠♦♠❡♥ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ q✉❡ ❝❡
s♦✐t s✉r ❧❡ ❞é❜✐t ♦✉ s✉r ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞✬éq✉✐té q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♥❡ r❡♥s❡✐❣♥❡♥t ♣❛s s✉r ❧❛ ✈♦❧❛t✐❧✐té ❞❡s ❞é❜✐ts ❛✉
❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ♥✐ s✉r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s s✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ q✉❛❧✐té
❞❡ s❡r✈✐❝❡✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡ ❞é❧❛✐✱ ♦✉ ❧❛ ❣✐❣✉❡✳ ▲❡s ét✉❞❡s s✉r ❧✬éq✉✐té à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡s ❞é❧❛✐s
♣❡rç✉s ♣❛r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞✉ rés❡❛✉ ♣♦✉r ❛❝❝é❞❡r ❛✉ ♠é❞✐✉♠✱ ♠❛✐s ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡✉r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ❈❡s ♠étr✐q✉❡s ❞♦♥♥❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉✱ ♠❛✐s ♥❡ r❡✢èt❡♥t
♣❛s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ r❡ss❡♥t✐ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs q✉❛♥t à ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ✢✉①✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs s♦♥t
très s❡♥s✐❜❧❡s à ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❡t ✐♥❞✐✛ér❡♥ts ❛✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s rés❡❛✉① ✉t✐❧✐sés ❡t à ❧❡✉r ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬éq✉✐té ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♣❧✉s
❤❛✉t✱ ❡t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ q✉✐ r❡✢èt❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ s❡r✈✐❝❡ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❧❡ rés❡❛✉ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉①
s❡❧♦♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❝❤é♠❛ ❞✬éq✉✐té✳ ❈✬❡st ✐❝✐ q✉❡ s❡ s✐t✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♠✉♥❡
♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞✬éq✉✐té ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ s♦♥t ❢♦♥❞❛✲
♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ✭❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬éq✉✐té ♠❛①✲♠✐♥✱ ❧✬éq✉✐té ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❡t❝✳✮✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s éq✉✐t❛❜❧❡s
❞❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧✳ ■❧ r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té à ♠é♠♦✐r❡ ♣r♦♣r❡s à ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳
▲❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡st ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥✸✵✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✲
✐té ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s éq✉✐t❛❜❧❡s ❞❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ r❡✢èt❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡s
✉t✐❧✐s❛t❡✉rs à ❧✬é❣❛r❞ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❝❤é♠❛ ❞✬éq✉✐té✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❛✉①q✉❡❧s ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡✳
▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✬♦r❣❛♥✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥
ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❡t ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✹ ❡st ❞é❞✐é❡ à ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
✢✉① s❡❧♦♥ ❧❡✉r s❡♥s✐❜✐❧✐té à ❞✐✈❡rs ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❀ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ② ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡s s❡r✈✐❝❡s✱ ❡t ❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés✳ ❉❛♥s ❧✬❛✈❛♥t ❞❡r♥✐èr❡
s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡ ❝❛❞r❡ ❡st ✉t✐❧❡✱ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡
❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞✉ st❛♥❞❛r❞ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶✱ ❡t ❞♦♥♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳
✼✳✸ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✲ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
✼✳✸✳✶ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt
▲❡s tr❛✈❛✉① q✉✐ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬éq✉✐té ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ ❢♦♥t ❣é♥ér❛❧❡✲
♠❡♥t r❡♣♦s❡r ❧❡✉rs é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ❞é❜✐ts ❞❡s ✢✉① ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✼✱ ✺✾❪✮✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt
❞❡s s❝é♥❛r✐♦s t❡stés s♦♥t st❛t✐q✉❡s✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡t q✉❡ ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ♥÷✉❞s
é♠❡tt❡✉r✴ré❝❡♣t❡✉r s♦♥t ✜①és ❡t ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ❜✐❛✐s ❞✉s ❛✉①
♣❛rt✐❝✉❧❛r✐tés ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❞é❜✐ts ❞❡s ✢✉① s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és s✉r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①é❝✉t✐♦♥s
✸✵tr❛❞✉❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♠❛❧❛❞r♦✐t❡ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✱ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉①✳
✼✳✸✳ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✲ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✼✶
❋✐❣✳ ✼✳✷ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té t②♣✐q✉❡s✳ ❙♦✉r❝❡ ✿ ❬✹✻❪✳
❞❡ ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▼ê♠❡ q✉❛♥❞ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é✱ ❝❡s ♠♦②❡♥♥❡s ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ❛✉❝✉♥❡
✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ❞é❜✐ts à ♣❧✉s ❝♦✉rt t❡r♠❡✳ ▲❡s ét✉❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉✐té à ❝♦✉rt t❡r♠❡
❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬✽❪ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❞é❧❛✐s ♣❡rç✉s ♣❛r ❧❡s st❛t✐♦♥s ✿ ❡♥
❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✽❪ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❏❛✐♥ s✉r ❞❡ ❝♦✉rt❡s ❢❡♥êtr❡s ❞❡ t❡♠♣s✳
▼❛✐s ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s✱ ♦✉ ♠ê♠❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s
❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡s ❞é❜✐ts✱ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s q✉✐ ❛✛❡❝t❡♥t ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs
♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ s❡r✈✐❝❡s✳
❉❡♣✉✐s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❢♦♥❞❛t❡✉rs ❞❡ ❏♦❤♥ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡t ❖s❝❛r ▼♦r❣❡♥st❡r♥ ❬✻✻❪✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té
♦♥t été très ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ é❝♦♥♦♠✐❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ♦✉ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ✭✈♦✐r
❬✷✸✱ ✻✸✱ ✻✼❪ ❡t ❧❡✉rs ré❢ér❡♥❝❡s✮✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ♦♥t été ♠❡♥é❡s ♣♦✉r t❡♥t❡r ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ s❛♥s ✜❧ ❬✹✺✱ ✹✻✱ ✺✷✱ ✻✷❪✳ ▲❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ r❡♣rés❡♥tés ❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✱ q✉❛♥t✐✜❡♥t ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r
✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t q✉✬♦♥ ❧✉✐ ❛❧❧♦✉❡ à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✉t✐❧✐té ✐♥st❛♥t❛♥é❡s
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦rré❧é❡s✱ ❡t s✐ ❧❡ ❞é❜✐t ✈❛r✐❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✉t✐❧✐té ✈❛r✐❡♥t ❡❧❧❡s ❛✉ss✐ q✉❡❧❧❡s q✉✬❛✐❡♥t été ❧❡✉rs
✈❛❧❡✉rs ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥é❣❧✐❣❡ ❞♦♥❝ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❡t ❞✉ ❞é❧❛✐✱ q✉✐
❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣❡rç✉❡ ♣❛r ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r s✉r ✉♥❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ ❞✉ré❡✳
✼✳✸✳✷ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s ❞é❜✐ts ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❡s s❝❤é♠❛s
❞✬éq✉✐té ❛❞ ❤♦❝ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ♣❡rç✉❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ s✉r ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
♦✉✈❡rt ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té à ♠é♠♦✐r❡ s♦♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ❝❧❛ss✐q✉❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ✢✉① ❞♦♥t ❧❛ q✉❛❧✐té ✈❛r✐❡ à ❝♦✉rt
t❡r♠❡✳ ▲✬✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡ ❝♦✉rt✲t❡r♠❡ ❡st ❞és♦r♠❛✐s ❛♣♣❡❧é❡ s❧♦t✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✢✉①✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛q✉❡ts r❡ç✉s ❞✉r❛♥t ❝❡ s❧♦t✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ❞é❜✐t ♠♦②❡♥ ❛ss♦❝✐é✱ ❞♦♥t ♦♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
❞✬✉t✐❧✐té ✐♥st❛♥t❛♥é❡✳ ▲❛ ❞✉ré❡ ❞✬✉♥ s❧♦t ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ s❡r✈✐❝❡ ❡st ♣❧✉s ♦✉
♠♦✐♥s t♦❧ér❛♥t ❛✉① ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té ♠♦♠❡♥t❛♥é❡s✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠ér✐t❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té à ♠é♠♦✐r❡ ❡st q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❝♦♠♠❡
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❞é❜✐ts ✐♥st❛♥t❛♥és✱ ❧❡s ❞é❧❛✐s✱ ❡t✴♦✉ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛❧❧♦✉é❡s ♦♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡s
✉t✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❝♦rré❧é❡s✳ ▲❡ t❡r♠❡ ✏✉t✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡✑ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ❧✬✉t✐❧✐té ♦❜t❡♥✉❡ à ❝❤❛q✉❡ s❧♦t
❞✬✉♥❡ s❡ss✐♦♥✳ ❈❡s ✉t✐❧✐tés ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❞✬✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❈❡
t②♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❬✷✾❪ ♣♦✉r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♣❛r
❡♥❝❤èr❡s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❯▼❚❙✱ ♣✉✐s ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❬✸✵✱ ✹✾❪✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡
❞♦♥t ❡st ✐ss✉ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❬✷✽❪ ❢♦✉r♥✐t ❞❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞ét❛✐❧❧é❡s s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞✬✉t✐❧✐té q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❬✷✾❪✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡♥ tr♦✐s ❝♦✉❝❤❡s✱ ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s s❡r✈✐❝❡s r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ◗♦❙ q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❊q✉✐té ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té
❋✐❣✳ ✼✳✸ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té✳
♣♦✉r ❝❡s s❡r✈✐❝❡s✱ ❞❡ s♦rt❡ à ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ s❧♦t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳
❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té s♦♥t ❛❞❞✐t✐✈❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✉t✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s
à ❝❤❛q✉❡ s❧♦t✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ✉t✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s s♦♥t ❝♦rré❧é❡s✱ ✐✳❡✳ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❡t
s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❡t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡ rés❡❛✉ ❛❞ ❤♦❝ s❡rt ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❡❧❧❡s ✈❛r✐❡♥t ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r
❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ✭♦✉ ❧✬✐♥s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✮ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r q✉❛♥t ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ s❡r✈✐❝❡✳
❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❞✐✈❡rs ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❛❞ ❤♦❝ éq✉✐t❛❜❧❡s✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ❞é❜✐ts ❞❡s ✢✉①
❡st ❝❛❧❝✉❧é s❧♦t ♣❛r s❧♦t✱ s♦✐t ♣❛r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ré❡❧❧❡s ♦✉ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✲ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❘és❡❛✉✸✶✳ P✉✐s
❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ✈❡❝t❡✉rs ❞✬✉t✐❧✐té ✲ ❝♦✉❝❤❡ ❯t✐❧✐té✸✷✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✸✸ q✉❛♥t✐✜❡
❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✢✉①✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥✱ q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉
♣r♦t♦❝♦❧❡ ét✉❞✐é✳ ▲❡ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ❡st ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ très s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳
◆♦✉s ♣rét❡♥❞♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡t ♣❡✉t s❡r✈✐r à ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞❡s
rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝✳ ❊♥ ❧✬❛♣✲
♣❧✐q✉❛♥t ❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡✱ ❞♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞❡ ♠❛✉✈❛✐s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❞✉ st❛♥❞❛r❞ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ ❧à ♦ù ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❞é❜✐t ♠♦②❡♥ ♥❡ ❧❡s ❢❛✐t ♣❛s ❛♣♣❛r❛îtr❡✳
✼✳✹ ▲❛ ❝♦✉❝❤❡ ❯t✐❧✐té
❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❯t✐❧✐té✱ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝÷✉r ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ q✉❡
♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✳
✼✳✹✳✶ ❙❡r✈✐❝❡s ❡t ◗♦❙
❆✈❛♥t ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r à ❞é✜♥✐r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s
❞❡ s❡r✈✐❝❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❜❡s♦✐♥s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳ ▲❡ ♣r♦❥❡t ✸●PP ❛ ❞és♦r♠❛✐s ❢♦✉r♥✐
✉♥ tr❛✈❛✐❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❯▼❚❙ s✉r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts
❞❡ ◗♦❙ ❡t s✉r ❧❡✉r ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❚❙ ✷✸✳✶✵✼ ❬✶❪ ❞é✜♥✐t q✉❛tr❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ◗♦❙ ✿
❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥❛❧✱ str❡❛♠✐♥❣✱ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❡t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳
▲❡s ❝❧❛ss❡s ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥❛❧ ❡t str❡❛♠✐♥❣ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t t♦✉t❡s ❞❡✉① ❛✉① s❡r✈✐❝❡s ♣❡✉ t♦❧ér❛♥ts ❛✉ ❞é❧❛✐✱
t❡❧s q✉❡ ❧❛ ✈♦✐①✱ ♦✉ ❧❛ ✈✐❞❡♦✴❛✉❞✐♦ t❡♠♣s ré❡❧✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ◗♦❙ ♣♦✉r ❝❡s ❝❧❛ss❡s s♦♥t
❧❡ ❞é❜✐t ♠✐♥✐♠❛❧ ❡t ❧❡ ❞é❧❛✐✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ t♦❧ér❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✉ ❞é❧❛✐ ♣♦✉r ❧❡s s❡r✈✐❝❡s ❞❡ ✈♦✐① ❡st
❞❡ 100msec✱ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞❡ 250msec ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ str❡❛♠✐♥❣ ❬✶❪✳ ▲❡s ❝❧❛ss❡s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
❡t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉ ❞é❜✐t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ té❧é❝❤❛r❣❡♠❡♥t✱ ♦✉ ❧❡ ✇❡❜
❜r♦✇s✐♥❣✸✹✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❝✬❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té t♦t❛❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r❡ç✉❡s q✉✐ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ◗♦❙ ❡t ❧❡✉rs ❛ttr✐❜✉ts r❡s♣❡❝t✐❢s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ♥♦s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞✬✉t✐❧✐té✳
✸✶◆❡t✇♦r❦ P❧❛♥❡
✸✷❯t✐❧✐t② P❧❛♥❡
✸✸❆ss❡ss♠❡♥t P❧❛♥❡
✸✹❥❡ ♥✬❛✐ ♣❛s ♦sé ❜✉t✐♥❛❣❡ ✐❝✐
✼✳✹✳ ▲❛ ❝♦✉❝❤❡ ❯t✐❧✐té ✼✸
✼✳✹✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té
❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐té us,i q✉✬♦❜t✐❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r i ❞✉ s❡r✈✐❝❡ s ❡st ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s ✉t✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s à ❝❤❛q✉❡ s❧♦t t à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡s ❞é❜✐ts ❛❧❧♦✉és ❞❛♥s ❧❡
♣❛ssé < x(1)i , ..., x
(t)
i >✳ ❆✐♥s✐✱
us,i(x
(1)
i , ..., x
(ts,i)
i ) =
ts,i∑
t=1
v
(t)
s,i(x
(1)
i , ..., x
(t)
i )
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ts,i ❡st ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ s❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✉ s❡r✈✐❝❡✱ ❡t x
(t)
i ❡st ❧❡ ❞é❜✐t q✉✐ ❧✉✐ ❡st
❛❧❧♦✉é ❛✉ s❧♦t t✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s❡r✈✐❝❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ♣♦✉r
v
(t)
s,i(x
(1)
i , ..., x
(t)
i )✳ P♦✉r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s v
(t)
s,i(x
(1)
i , ..., x
(t)
i ) ♣❛r v
(t)
s,i ✳
❈❧❛ss❡ str❡❛♠✐♥❣
▲❡s s❡r✈✐❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ str❡❛♠✐♥❣✱ t❡❧s q✉❡ ❧❛ ✈✐❞❡♦ ♦✉ ❧✬❛✉❞✐♦ ❡♥ t❡♠♣s ré❡❧✱ s♦♥t s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉ ❞é❧❛✐ ❡t
❛✉ ❞é❜✐t✳ P♦✉r ❝❡s s❡r✈✐❝❡s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❞é❜✐t ♠✐♥✐♠✉♠ r0 ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞✉q✉❡❧ ❧❛ q✉❛❧✐té
❞✉ s❡r✈✐❝❡ ❡st ✐♥❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ◗♦❙
s✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ ❬✼✵✱ ✹✷✱ ✶✹❪✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s v(t)s,i ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
v
(t)
s,i =
{
[v0(s, i, t) + ∆Vs · f(x(t)i , tpi)] · αdis ✱ s✐ x(t)i ≥ r0
0 ✱ s✐ x(t)i < r0
▲✬✉t✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❜✐t ❝♦♥st❛♥t ❞❡ r0 ❡st v0✸✺✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ✲
❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r✐① q✉✬✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st ♣rêt à ♣❛②❡r ✲ ❞✬✉♥ s❡r✈✐❝❡ ❞❡ str❡❛♠✐♥❣ ❞❡ ❞é❜✐t r0 ❡t ❞❡ ❞✉ré❡
T ❡st ♥♦té❡ wtp✱ ❛❧♦rs v0 =
wtp
T ✳ ❚♦✉t ❞é❜✐t ✐♥❢ér✐❡✉r à r0 ❛❜♦✉t✐t à ✉♥❡ ✉t✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ é❣❛❧❡ à ③ér♦✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ r❡✢èt❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥
♣♦✉r ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r à q✉✐ ♦♥ ❛❧❧♦✉❡ ✉♥ ❞é❜✐t ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s r0✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ s✐
❧❡ ❞é❜✐t ❡st s✉♣ér✐❡✉r à r0✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ v0(s, i, t) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
v0(s, i, t) =


v0 ✱ s✐ t = 0
1√
di
· v0 ✱ s✐ di > 0
♠✐♥{v0, v0(s, i, t− 1) + β · v0} ✱ s✐ di = 0
♦ù β ∈ [0, 1] ❡t di ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s❧♦t ❛❝t✉❡❧ ❡t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r s❧♦t ♣❡♥❞❛♥t ❧❡q✉❡❧ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛ ❡✉ ✉♥
❞é❜✐t ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s r0✳ v0(s, i, t) ❜❛✐ss❡ ❜r✉t❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝❛s ❞✬✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ❞❡ s❡r✈✐❝❡✱ ♣✉✐s r❡♠♦♥t❡ ♣r♦❣r❡s✲
s✐✈❡♠❡♥t s✐ ❧❡ s❡r✈✐❝❡ ❛tt❡✐♥t ❧❡ ❞é❜✐t ♠✐♥✐♠✉♠ s❡❧♦♥ ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❆■▼❉✸✻✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✉t✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❛
✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥s ❞❡ q✉❛❧✐té ❞✉r❛♥t ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts s❧♦ts✳
❚♦✉t❡ q✉❛♥t✐té ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ∆Vs · f(x(t)i , tpi) q✉✐
❞é♣❡♥❞ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ x(t)i ❛❧❧♦✉é❡✱ ❡t ❞✉ t②♣❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r tpi✳ ❙❡❧♦♥ s♦♥
❛❞❛♣t❛❜✐❧✐té✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞❛♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡s tr♦✐s ❝❛té❣♦r✐❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ✭❛✮ ♣❛r s❡✉✐❧s✸✼✱ ✭❜✮ ❧✐♥é❛✐r❡✸✽✱
♦✉ ✭❝✮ ❢♦rt❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢✸✾ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✼✳✷✮✳ ∆Vs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥
✉t✐❧✐s❛t❡✉r à q✉✐ ♦♥ ❛❧❧♦✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ❝❛♥❛❧ C✱ ❡t f(.) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❧❛
❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t②♣❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✈❛r✐❡♥t ❡♥tr❡ 0 ❡t 1✳ ❈❡tt❡
✸✺P♦✉r r0 ❛♥❞ v0✱ ♥♦✉s ♦♠❡tt♦♥s ❧❡ s ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❧❛rté✳
✸✻❆❞❞✐t✐✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✴ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❉❡❝r❡❛s❡
✸✼❞✐s❝r❡t❡❧②✲❛❞❛♣t✐✈❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡
✸✽❧✐♥❡❛r❧②✲❛❞❛♣t✐✈❡
✸✾str♦♥❣❧②✲❛❞❛♣t✐✈❡
✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❊q✉✐té ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té
❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ q✉✬✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r t✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡
❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✳ C ❡st ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té t❤é♦r✐q✉❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉✬✉♥ ✢✉① à ✉♥ s❛✉t ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡✳ P♦✉r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ f ✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s st❛♥❞❛r❞ q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬✹✻✱ ✺✷❪ ✿
f(x
(t)
i , tpi) =


x
(t)
i
−r0
C−r0 ✱ s✐ tpi ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢
log(x
(t)
i
−r0)
log(C−r0) ✱ s✐ tpi ❢♦rt❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢
P♦✉r ✜♥✐r✱ ♣♦✉r ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛❞❛♣t❛t✐❢s✲❞✐s❝r❡ts✱ f(x(t)i , tpi) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ ❡s✲
❝❛❧✐❡r✹✵✳
▲✬✉t✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ✭❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ v0(s, i, t) ❡t Vs ·f(x(t)i , tpi)✮ ❡st ❛✉ss✐ ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t αdis
♦ù αs ∈ [0, 1]✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧❡ s❡r✈✐❝❡ ❡st ✐♥t❡rr♦♠♣✉ ❢réq✉❡♠♠❡♥t ✭✐✳❡ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ s♦✉✈❡♥t di > 0✮✱ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡
q✉❛♥t✐té ❞✬✉t✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s s❡r♦♥t ré❞✉✐t❡s ♣❛r ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❞❡ s♦rt❡ à r❡✢ét❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s
❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❢réq✉❡♥t❡s ✭✐✳❡✳ ❧❛ ✈✐❞❡♦ s❡ ❜❧♦q✉❡✮✳ ◆♦t❡③ q✉❡ αdis r❡✢èt❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥ s❡r✈✐❝❡ ♠♦♠❡♥t❛♥é ❛♣rès
✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❛ ♣❡✉ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ v0(s, i, t) ✢✉❝t✉❡ s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡
t❡♠♣s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳ P♦✉r rés✉♠❡r✱ v0(s, i, t) r❡✢èt❡ ♠✐❡✉① ❧❡ ❞é❜✐t ♠♦②❡♥ ❛❧❧♦✉é à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs q✉❡
αdi r❡✢èt❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳
❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ ❞é❥à été ❡①♣❧✐q✉é ♣❧✉tôt✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s❧♦t✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ❞✉ré❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❞é❜✐t ♠♦②❡♥
❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡st ❞❡ 250msec✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥❡ s❡ss✐♦♥ ❞❡ 60sec✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ 240 ✈❛❧❡✉rs ❞❡
❞é❜✐ts✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ét❛♥t ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ 250msec✱ ♣✉✐s ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r 240 ✈❛❧❡✉rs
❞✬✉t✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡s✳
P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té r❡✢èt❡ ❧✬✐♥s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ✭❛✮ ❞❡ ❞é❜✐ts ❢❛✐❜❧❡s✱
❛✈❡❝ ✉♥❡ ✉t✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ③ér♦✱ ❡t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ v0(s, i, t)✱ ❡t ✭❜✮ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❡t ❞❡
❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s ❞❡ s❡r✈✐❝❡ q✉✐ ❛✛❡❝t❡♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t αdis ❥✉st❡ ❛♣rès ✉♥❡ ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ❞❡
s❡r✈✐❝❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ♣r♦✈♦q✉é❡ ♣❛r ✉♥ ❞é❜✐t
s✉♣ér✐❡✉r à r0 ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
❈❧❛ss❡ ❈♦♥✈❡rs❛t✐♦♥❛❧
❈♦♠♠❡ ❧✬❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✹✳✷✱ ❧❡s s❡r✈✐❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥❛❧ ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡
◗♦❙ q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ str❡❛♠✐♥❣✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥s ❞❡ s❡r✈✐❝❡✱ q✉✐
❣é♥èr❡♥t ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡t ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✳ ❈❡❝✐ ❡st r❡✢été ❞❛♥s ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ♣❛r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡ v0(s, i, t)✳ v0(s, i, t) ❡st ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
v0(s, i, t) =


v0 ✱ s✐ t = 0
1
di
· v0 ✱ s✐ di > 1
♠✐♥{v0, v0(s, i, t− 1) + β · v0} ✱ s✐ di = 0
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❛✉ ❧❡❝t❡✉r q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ s❧♦t ❡st ❞❡ 100msec✳
❈❧❛ss❡s ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❡t ■♥t❡r❛❝t✐✈❡
▲❡s ❝❧❛ss❡s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❡t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s s❡r✈✐❝❡s s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉ ❞é❜✐t✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡ té❧é❝❤❛r❣❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡s ✉t✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✉ ❞é❜✐t ❛❧❧♦✉é à ❝❤❛q✉❡
s❧♦t ♣❛r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥st❛♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ v0 ✿ v
(t)
s,i = v0 ·x(t)i ✳ P♦✉r ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ s❧♦t ❞❡ 1s✱ v0 ❞♦✐t
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ 1kb/s✳
✹✵❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❝❡♥sé❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞❡ t②♣❡ ❙❦②♣❡✱ ♦ù ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❡ ❧❛ q✉❛❧✐té
❞✉ s♦♥ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ✈✐❞❡♦ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ q✉✬❡❧❧❡ ♦❜t✐❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ♣❛r s❡✉✐❧s✳
✼✳✺✳ ■♥térêt ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✼✺
✼✳✹✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥❡ s♦♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ✉♥✐q✉❡s✳
▼❛✐s ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ♦♥t été ❝❤♦✐s✐s ♦♥t ♣❡✉ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t❛♥t q✉❡ ✭❛✮ ❝❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦♥t r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t r❡✢èt❡♥t ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ◗♦❙ s✉r ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t ✭❜✮ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦t♦❝♦❧❡s✳
❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥
✐♥❥❡❝t❛♥t ❧❡s ❞é❜✐ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ♦♥t ♣❡✉ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡
❧❡✉r ♦r❞r❡ ❧✬❡st✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉t ❝❧❛ss❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té t❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ s♦♥t ré✉♥✐❡s✱ ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡❧ ♣r♦t♦❝♦❧❡
❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t ♣♦✉r t❡❧❧❡ ♦✉ t❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡s✳
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ str❡❛♠✐♥❣ ❡t ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✬✉♥❡
♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① ❝❧❛ss❡s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❡t ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ q✉✐✱ ❡❧❧❡s✱ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té t♦t❛❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r❡ç✉❡s✳ P♦✉r ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❤✐st♦r✐q✉❡
❞❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é❜✐t ❡st ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ v(t)s,i ❡t v0(s, i, t)✳ ❈❡s ✉t✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s s♦♥t
❝r♦✐ss❛♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❞é❜✐t✱ ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❞é❧❛✐ di✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡
❧✬✉t✐❧✐té ❞✉❡ à ✉♥❡ ❞é❣r❛❞❛t✐♦♥ ❞✉ s❡r✈✐❝❡ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛
❝❧❛ss❡ ❞❡ str❡❛♠✐♥❣✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝❧❛ss❡♠❡♥t s❛♥s ❛♠❜✐❣ü✐té ❞❡s
♣r♦t♦❝♦❧❡s s❡❧♦♥ ❧❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ❈❡❝✐✱ ❝♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞✬✉t✐❧✐té ❛✣r♠❛♥t q✉❡ t♦✉t❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐tés ❝♦♥s❡r✈❡ ❧✬♦r❞r❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ❡st s❛♥s ❛♠❜✐❣ü✐té✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s é✈❛❧✉é❡s ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s s❡r✈✐❝❡s
❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
◆♦t❡③ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ str❡❛♠✐♥❣ ❡t ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❡s ✉t✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s s♦♥t
❜♦r♥é❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣❛r 2 · v0✳ ❯♥ ✢✉① ❛✉ ❞é❜✐t ♠✐♥✐♠✉♠ r0 r❡ç♦✐t ✉♥❡ ✉t✐❧✐té ❞❡ v0✱ ❛❧♦rs q✉❡ t♦✉t❡
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜✐t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭❛✉ ❞❡❧à ❞❡ r0✮ ❛♣♣♦rt❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡ v0✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❜é♥é✜❝❡
❝♦♠♠✉♥ ❛tt❡✐♥t s✉r ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞✬✉♥ s❧♦t s✐ ✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r r❡ç♦✐t ❧❡ ❞é❜✐t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ r0 ❡st ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡
s✐ ❝❡tt❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ét❛✐t ❛❧❧♦✉é❡ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞é❥à s❡r✈✐s ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞❡
r0✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ♠❡s✉r❛♥t ❛✉ss✐ ❧✬éq✉✐té ❞✬✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳
▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ s❡❧♦♥ ❧❡s t②♣❡s ❞❡ tr❛✜❝ ❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡
✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡✳ ▲❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬❛❥♦✉t
❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ✢✉①✱ ♦✉ ❞❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ s♦♥t r❡✢été❡s ♣❛r ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
q✉❛♥❞ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡✈✐❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ✐❧ ❛rr✐✈❡ ✉♥ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❧❡ rés❡❛✉ ♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s ❛ss✉r❡r ✉♥
❞é❜✐t ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ r0 à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✢✉①✱ ❝❡ q✉✐ ❡st r❡✢été ♣❛r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ ❜é♥é✜❝❡
❝♦♠♠✉♥✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐❞é❡ ♣❧✉s ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡
r❡ss❡♥t✐❡ ♣❛r ❧❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ♠étr✐q✉❡s ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♦✉ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞✬éq✉✐té ❝♦♠♠❡
❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❏❛✐♥✳
✼✳✺ ■♥térêt ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡
Pr♦✜t❡r♦❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ st❛♥❞❛r❞ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶✳ ■❧ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ à t♦✉s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ♣✐❧❡ ❖❙■✳ ▲❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r
❝❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s♦♥t ❧❡ s✐♠✉❧❛t❡✉r ♥s✷ ✈❡rs✐♦♥ ✷✳✸✸✱ ❧✬✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ♥s✷ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡
❡t q✉❡❧q✉❡s s❝r✐♣ts P❡r❧✳
❈❤❛q✉❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ T s❡❝♦♥❞❡s ❡t s❡ ❧✐♠✐t❡ à ✉♥ t❡rr❛✐♥ ❝❛rré ❞❡ t❛✐❧❧❡ S × S✳ P♦✉r ❧❡s
❞❡✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s ét✉❞✐és✱ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❡s ♠ê♠❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✢✉①✱ ❞♦♥t ❧❛
s♦✉r❝❡ ❡t ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝♦♥❞❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✢✉① ❡st
❝❤♦✐s✐❡ ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [1, T ]✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r
❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❡s s❡r✈✐❝❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡ str❡❛♠✐♥❣ s♦♥t
s✐♠✉❧és ♣❛r ❞❡s ✢✉① ❯❉P✴❈❇❘✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ✢✉① ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞❡s ✢✉① ❋❚P ✉t✐❧✐s❛♥t ❚❈P ❝♦♠♠❡
♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ♥s✷ s♦♥t ❞♦♥♥és ❡♥ t❛❜❧❡ ✼✳✶✱ ❡t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ v0 = 10✱ αs = 0.97✱ β = 0.1✱ ∆Vs = v0✱ r0 = 128kb/s✱ C = 5Mbps✳
✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❊q✉✐té ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té
❚❛❜✳ ✼✳✶ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❱❡rs✐♦♥ ❞❡ ◆❙ 2.33
❉é❜✐t ♣❤②s✐q✉❡ 11 ▼❜♣s
❉é❜✐t ❢❛✐s❛❜❧❡ 5 ▼❜♣s
P♦rté❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ 200 ♠
❉✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦rt❡✉s❡ 397 ♠
❙❡✉✐❧ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡ 10 ❞❇
▼♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦ ❚✇♦ ❘❛② ●r♦✉♥❞
Pr♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❆❖❉❱
❚❛✐❧❧❡ ❞❡s ♣❛q✉❡ts 1000 ♦❝t❡ts
❘❚❙✴❈❚❙ ❞és❛❝t✐✈és
✼✳✺✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✺✱ ✶✵ ❡t ✶✺ ✢✉① ✈✐❞❡♦ ❯❉P
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✶✵ ✢✉① ✈✐❞❡♦ tr❛♥s♠❡tt❡♥t à ✉♥ ❞é❜✐t ❞❡ 384kb/s s✉r ✉♥
rés❡❛✉ ❞❡ ✸✵ ♥÷✉❞s ❞é♣❧♦②és s✉r ✉♥ t❡rr❛✐♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 500m× 500m✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡
T = 100sec✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ❝❛❧❝✉❧é❡s s✉r ✉♥❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✶✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✳ ▲❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♥÷✉❞s ❛✐♥s✐
q✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢✉① ♠✉❧t✐✲s❛✉ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡①♣❧✐q✉❡♥t ❝❡s ❧❛r❣❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡
❝♦♥✜❛♥❝❡✳
❚❛❜✳ ✼✳✷ ✕ ❇é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ♠♦②❡♥ ♣♦✉r ✶✵ ✢✉① ✈✐❞❡♦✳
❚②♣❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❇é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ♠♦②❡♥
■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ Pr♦✜t❡r♦❧❡
▲✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✿ ✶✹✼✽✽ ✶✺✶✵✶
❬✶✵✽✹✸✱✶✾✺✺✾❪ ❬✶✶✼✺✼✱✷✵✸✵✵❪
❆❞❛♣t❛t✐❢ ♣❛r s❡✉✐❧ ✿ ✶✹✵✽✻ ✶✹✹✺✽
❬✶✵✸✹✹✱✶✽✺✼✹❪ ❬✶✶✸✼✺✱✶✾✸✻✻❪
❋♦rt❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✿ ✷✸✵✹✶ ✷✸✷✺✷
❬✶✻✽✷✾✱✸✵✻✾✼❪ ❬✶✻✾✽✼✱✸✶✺✾✽❪
▲❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬♦r❞r❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❛ss✉r❡ ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❧✉s éq✉✐t❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✳ ❊♥ t❡r♠❡s
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ✭✶✼✵✷✹ ♣❛q✉❡ts ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱
♣♦✉r ✶✺✾✾✽ ♣♦✉r Pr♦✜t❡r♦❧❡✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ❞é❜✐ts ❛❧❧♦✉és ❛✈❡❝ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ ❛❝❝✉s❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥❝❡
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞é❜✐ts ❛❧❧♦✉és ❛✉① ✢✉① ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥✱ ❡t ✐❧ ❛rr✐✈❡ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t q✉✬✉♥ ✢✉① ♥✬❛tt❡✐❣♥❡
♣❛s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✉♥ ❞é❜✐t s✉♣ér✐❡✉r à r0✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✹ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❞❡s ❞é❜✐ts
❛❧❧♦✉és à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✶✵ ✢✉① ♣♦✉r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❝♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛✉✈❛✐s❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬éq✉✐té ♦♥t ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥
♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ ❝r♦✐t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢✉① ❡♥
❝♦♠♣ét✐t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡s ✭✜❣✉r❡ ✼✳✹✮ q✉✬❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭✜❣✉r❡ ✼✳✺✮✳
▲❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❏❛✐♥ ♣♦✉r ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ ❡st ❞❡ 0.83✱ ❡t ❛tt❡✐♥t 0.88 ♣♦✉r Pr♦✜t❡r♦❧❡✳ ❖♥
♦❜s❡r✈❡ s♦✉✈❡♥t q✉❡ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ ❡st ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t q✉❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡❞✐✉♠✱
♠❛✐s ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬éq✉✐té✱ ♠❛✐s ❛✉❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♠étr✐q✉❡s ♥❡ s✉✣t ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧
♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t✳
■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ✼✳✷ r❡st❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡
♦r❞r❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t s✬② ❛tt❡♥❞r❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥
♣♦✉r ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❛❞❛♣t❛t✐❢s ♣❛r s❡✉✐❧s ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢s✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❡
t②♣❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢s ❛✉❣♠❡♥t❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❧❡ ❞é❜✐t ❛❧❧♦✉é ❞é♣❛ss❡ r0✱ ❝✬❡st ❧❡ t②♣❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
❆✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s
❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❡s ❞é❜✐ts ❛❧❧♦✉és à ✉♥❡ s❡ss✐♦♥ ✈✐❞❡♦ ❛✈❡❝ Pr♦✜t❡r♦❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ✉t✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞❛♥t❡s✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡st ❞✉ t②♣❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❛t✐❢ ✭♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
✼✳✺✳ ■♥térêt ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✼✼
❋✐❣✳ ✼✳✹ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞é❜✐ts ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ✸✵ ♥÷✉❞s ❡t ✶✵ ✢✉① ✈✐❞❡♦✳
❋✐❣✳ ✼✳✺ ✕ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ♣♦✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ✸✵ ♥÷✉❞s ❡t ✶✵ ✢✉① ✈✐❞❡♦✳
❋✐❣✳ ✼✳✻ ✕ ❉é❜✐ts ❡t ✉t✐❧✐tés ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ❞✬✉♥ ✢✉①✳
✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❊q✉✐té ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té
❋✐❣✳ ✼✳✼ ✕ ❇é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ♠♦②❡♥ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ αs✳
s✐♠✉❧❛✐r❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ✢✉① ❡t ❧❡s t②♣❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✮✳ ❈❡ ✢✉① ❡st ❛❝t✐❢ ❡♥tr❡ ❧❛ 24e ❡t ❧❛ 100e s❡❝♦♥❞❡s✳
❈♦♠♠❡ ❧❡s ❞é❜✐ts ❛tt❡✐♥ts s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉rs ❛✉ ❞é❜✐t ♠✐♥✐♠❛❧ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❞❡ 128kb/s✱ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞✬✉t✐❧✐té ♠❛r❣✐♥❛❧❡s ✭✜❣✉r❡ ✼✳✻✭❜✮✮ s✉✐✈❡♥t ❧❡s t❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é❜✐t ✭✜❣✉r❡ ✼✳✻✭❛✮✮✳
❈♦♠♠❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ✢✉① ❛rr✐✈❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞é❜✐ts éq✉✐t❛❜❧❡s ❜❛✐ss❡♥t ❜r✉sq✉❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐
❡①♣❧✐q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❞✬❡s❝❛❧✐❡r✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ♦❜s❡r✈é ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❞✐✈❡rs❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ αs q✉✐ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ r❡st❡
✐♥❝❤❛♥❣é ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ αs✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ♠♦②❡♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✶✵
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ♣♦✉r ❧❡s ✸ t②♣❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡st r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✼✳
◗✉❛♥❞ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ rés❡❛✉ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s ♦♥t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ▲❡
t❛❜❧❡❛✉ ✼✳✸ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ❞✉ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ s✉r ✶✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t 5 ✢✉①
✈✐❞❡♦s✱ ❡t s❛♥s ❝❤❛♥❣❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s✱ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ ❡st ✭❧é❣èr❡♠❡♥t✮ ♣❧✉s ❡❢✲
✜❝❛❝❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ✭✶✵✻✼✾ ♣❛q✉❡ts r❡ç✉s✱ à ❝♦♠♣❛r❡r ❛✉① ✶✵✸✼✹ ♣♦✉r Pr♦✜t❡r♦❧❡✮✱
♠❛✐s s♦✉✛r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡st ♠♦✐♥s
✢❛❣r❛♥t ✐❝✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✶✵ ✢✉① ❝❛r ❧❛ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✢✉① ② ❡st ♠♦✐♥s ❢ér♦❝❡✳
❚❛❜✳ ✼✳✸ ✕ ❇é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ♠♦②❡♥ ♣♦✉r ✺ ✢✉① ✈✐❞❡♦
❯s❡r ❚②♣❡ ❇é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ♠♦②❡♥
■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ Pr♦✜t❡r♦❧❡
▲✐♥❡❛r❧②✲❛❞❛♣t✐✈❡ ✿ ✾✵✺✹ ✾✶✾✾
❬✼✺✹✷✱ ✶✷✹✽✸❪ ❬✼✹✹✻✱ ✶✹✻✷✽❪
❉✐s❝r❡t❡❧②✲❛❞❛♣t✐✈❡ ✿ ✽✺✾✷ ✽✼✺✻
❬✼✶✻✵✱✶✶✽✹✺❪ ❬✼✶✷✹✱✶✸✻✷✹❪
❙tr♦♥❣❧②✲❛❞❛♣t✐✈❡ ✿ ✶✹✷✸✶ ✶✹✹✶✵
❬✶✶✽✸✽✱✶✾✻✸✾❪ ❬✶✶✺✹✵✱✷✷✸✸✵❪
❉❛♥s ❧❛ sér✐❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s q✉✐ s✉✐t✱ ✶✺ ✢✉① ✈✐❞❡♦ tr❛♥s♠❡tt❡♥t à ❞❡s ❞é❜✐ts ❞❡ 384kbps s✉r ✉♥
rés❡❛✉ ❞❡ ✸✵ ♥÷✉❞s ❞é♣❧♦②és ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t s✉r ✉♥ t❡rr❛✐♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 500m × 500m✳ ❈❤❛q✉❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞✉r❡ T = 100sec✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s ❞✉ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ s✉r ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ ✶✵ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ s♦♥t rés✉♠és ❡♥ t❛❜❧❡ ✼✳✹✳
❚❛❜✳ ✼✳✹ ✕ ❇é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ♠♦②❡♥ ♣♦✉r ✶✺ ✢✉① ✈✐❞❡♦✳
❚②♣❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❇é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ♠♦②❡♥
■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ Pr♦✜t❡r♦❧❡
▲✐♥❡❛r❧②✲ ✶✾✻✹✻ ✷✷✺✹✾
❛❞❛♣t✐✈❡ ❬✶✺✾✹✹✱✷✻✸✷✻❪ ❬✶✼✾✻✶✱✷✽✶✼✸❪
❉✐s❝r❡t❡❧②✲ ✶✽✽✶✾ ✷✶✼✺✶
❛❞❛♣t✐✈❡ ❬✶✺✷✾✶✱✷✺✷✼✺❪ ❬✶✼✷✾✹✱✷✼✷✼✷❪
❙tr♦♥❣❧②✲ ✸✵✷✸✽ ✸✸✽✾✹
❛❞❛♣t✐✈❡ ❬✷✹✺✸✾✱✹✵✷✷✹❪ ❬✷✼✵✶✷✱✹✶✵✵✵❪
❯♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❜é♥é✜❝❡
❝♦♠♠✉♥ s♦♥t ♣❧✉s é❧❡✈é❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s à ✺ ❡t ✶✵ ✢✉①✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣❛q✉❡ts
r❡ç✉s ❛✈❡❝ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡st ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ♣❧✉s é❧❡✈é q✉✬❛✈❡❝ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶✳ ❆✐♥s✐✱ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡
✼✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✼✾
♣❛rt❛❣❡ éq✉✐t❛❜❧❡ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ q✉❛♥❞ ♣❧✉s✐❡✉rs ✢✉① s♦♥t ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡✉① ♥♦♥
s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬éq✉✐té✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳
■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ❛tt❡✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✶✵
✢✉① ✈✐❞❡♦ ❯❉P✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❛ ❛✉❣♠❡♥té✳
❈❡❧❛ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✉ré✱ ❝❛r ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡
♥♦✉✈❡❛✉① ✢✉①✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t ♦❜s❡r✈é ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ très ❢❛✐❜❧❡s✳
✼✳✺✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ✢✉① ❯❉P✴❈❇❘ ❡t ❚❈P✴❋❚P
❊♥✜♥✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ✽✵✷✳✶✶ q✉❛♥❞ ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ✉t✐❧✐sé
♣❛r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ✢✉① ❚❈P ❡t ❞❡ ✢✉① ❯❉P✳ ❉❛♥s ❧❛ sér✐❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s q✉✐ s✉✐t✱ ✶✵ ✢✉① ✈✐❞❡♦
tr❛♥s♠❡tt❛♥t à ❞❡s ❞é❜✐ts ❞❡ 384kbps ❡t ✺ ✢✉① ❋❚P✴❚❈P s♦♥t ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ✸✵ ♥÷✉❞s✱
❞é♣❧♦②és ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣❧✉s ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t s✉r ✉♥ t❡rr❛✐♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 500m × 500m✳ ❯♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r❛♠ètr❡
❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✿ ♣♦✉r ❧❡s ✢✉① FTP ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞✬❛ttr✐❜✉❡r ✉♥❡ ✉t✐❧✐té ❞❡ 0.01 ♣❛r kbps ❡t
♣❛r s❡❝♦♥❞❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❡♥ t❛❜❧❡ ✼✳✺✳
❚❛❜✳ ✼✳✺ ✕ ❇é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ♣♦✉r ✶✵ ✢✉① ✈✐❞❡♦✴❯❉P ❡t ✺ ✢✉① ❋❚P✴❚❈P✳
❯s❡r ❚②♣❡ ❇é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ♠♦②❡♥
■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶ Pr♦✜t❡r♦❧❡
▲✐♥❡❛r❧②✲ ✶✷✸✾✷ ✶✸✶✻✹
❛❞❛♣t✐✈❡ ❬✶✵✹✹✸✱✶✺✵✻✾❪ ❬✶✵✵✺✸✱✶✺✾✾✸❪
❉✐s❝r❡t❡❧②✲ ✶✶✽✻✵ ✶✷✼✺✽
❛❞❛♣t✐✈❡ ❬✶✵✵✶✻✱✶✹✹✺✵❪ ❬✾✼✹✸✱✶✺✹✵✼❪
❙tr♦♥❣❧②✲ ✶✽✾✸✶ ✶✾✸✵✼
❛❞❛♣t✐✈❡ ❬✶✺✽✸✵✱✷✷✽✷✸❪ ❬✶✹✻✺✻✱✷✸✸✾✻❪
▲❡ tr❛✜❝ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ✢✉① ❚❈P ❡t ❯❉P ❡t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t ✉♥❡
s❡♥s✐❜✐❧✐té à ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♠❡
❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❏❛✐♥ ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ❜é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ♣❡r♠❡t ✐❝✐ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦t♦❝♦❧❡s✳
❉❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞❡s ♣r♦✲
t♦❝♦❧❡s ét✉❞✐és✳ ▲❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s éq✉✐t❛❜❧❡s t❡❧s q✉❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❛❧❧♦✉❡♥t ❧❡s ❞é❜✐ts ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ st❛❜❧❡ ❛✉
❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❀ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❜é♥é✜q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡s ✢✉① s❡♥s✐❜❧❡s à ❧❛ ◗♦❙✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
♣♦✉r ❧❡s ✢✉① ♠✉❧t✐✲s❛✉ts✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛✐ss❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ ❝❛♥❛❧ q✉❛♥❞ ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ♠♦❞éré♠❡♥t ❝♦♥❣❡st✐♦♥♥é✱ ❜❛✐ss❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬♦❜s❡r✈❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs q✉❛♥❞ ❧❛
❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❡st ❢♦rt❡✳
✼✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡♣♦s❛♥t s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té à
♠é♠♦✐r❡✳ ❈❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s q✉❛♥t✐✜❡♥t ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❞✬✉♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ rés❡❛✉ s❛♥s ✜❧ s❡❧♦♥ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧✉✐ ❡st ❛❧❧♦✉é❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✱ ❞❡ s♦rt❡ à t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❜✐❧✐té ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬✐♥st❛❜✐❧✐té
❞❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t s❡r✈✐r ❞✬♦✉t✐❧ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s éq✉✐t❛❜❧❡s ❞❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬❛ ♠♦♥tré ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉
♣r♦t♦❝♦❧❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ st❛♥❞❛r❞ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✶✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ♠étr✐q✉❡s
❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❞❡s rés❡❛✉① s❛♥s ✜❧ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s à ❝♦✉rt t❡r♠❡ ❞❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛♥❞❡
♣❛ss❛♥t❡✳
✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❊q✉✐té ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❥✬❛✐ ♣rés❡♥té ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés q✉❡ s♦✉❧è✈❡ ❧❛ ♥♦r♠❡ ✽✵✷✳✶✶ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝
♠✉❧t✐✲s❛✉ts✳ ▲❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡s rés❡❛✉① s♦♥t ❞❡ ❞❡✉① s♦rt❡s ✿ ❧❛ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❈❙▼❆✱ ❡t ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✱ q✉✐ s♦♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ▲❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡
❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡st
❢réq✉❡♥t ❞❛♥s ❝❡s rés❡❛✉① q✉✬✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs st❛t✐♦♥s ✐♥t❡r❢èr❡♥t ✲ ♦✉ s♦✐❡♥t ❡♥ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ✲ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❛✉tr❡ st❛t✐♦♥ s❛♥s q✉✬❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ❧❡ ❞ét❡❝t❡r✳ ❆✐♥s✐✱ ❝❡s st❛t✐♦♥s ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥
♠♦②❡♥ ❞❡ s❛✈♦✐r q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡✉r ❞é❜✐t ♣♦✉r ✉♥ ♣❛rt❛❣❡ ♣❧✉s éq✉✐t❛❜❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐
❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ♣❡✐♥❡♥t à rés♦✉❞r❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés✳
▲❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♣❧✉s ❤❛✉t q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ▼❆❈ ❡st ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡
ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❝♦❧♣♦rt❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ r♦✉t❛❣❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ✈♦♥t ♣❡r♠❡ttr❡
❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉♣♣♦s❡ ❞✬✐♥❢ér❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s
❧❡ rés❡❛✉ à ♣❛rt✐r ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ r♦✉t❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡✳
❏✬❛✐ ♣rés❡♥té ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞è❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❜❛s❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦♥✢✐t✱ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s s✐♠♣❧❡s✱ ❡t
♠♦❞é❧✐s❛♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦✳ P❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦
❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠♦❞é❧✐s❡r✱ ❡t q✉✬✐❧ ✈❛✉t ♠✐❡✉① ♥❡ ♣❛s tr♦♣ s❡ ✜❡r à ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦✉
❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❙■◆❘✱ ❥✬❛✐ ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♠❛❧❣ré s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♥✬❡st ♣❛s ♣❧✉s
✐♠♣ré❝✐s q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❝t✉❡❧s ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s❛✉ts ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦✳
❊♥✜♥✱ ❥✬❛✐ ♣rés❡♥té ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧❛✐r❡ ❞✐str✐❜✉é❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
ré❣✉❧❡r ❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞é❜✐ts ❞❡s ✢✉① à ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬éq✉✐té ❡t ❞✬❡❢✲
✜❝❛❝✐té✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❧❛ ♥♦r♠❡ ✽✵✷✳✶✶ ❡t ❛✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡
❉✐✛◗ ✲ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ▼❆❈ ✲ ❡t ❝♦♥st❛té q✉❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❛♠é❧✐♦r❡ ♥❡tt❡♠❡♥t ❧✬éq✉✐té ❞✉ ♣❛rt❛❣❡
❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧✬éq✉✐té ❞✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝r✉❝✐❛❧✱ à
❧❛ ❢♦✐s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞✉ rés❡❛✉✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ st❛❜✐❧✐té
❛✉ rés❡❛✉ ❡t ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥ r♦✉t❛❣❡ ♣❧✉s ✜❛❜❧❡✳
▼❛✐s ❡st✲✐❧ ♣❡rt✐♥❡♥t ❞❡ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡r q✉✬❛✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❄ ❊♥ ❡✛❡t✱ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ♥❡
♣❡r♠❡t q✉❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✢✉① ❇❡st ❊✛♦rt✳ ◗✉✬❡♥ ❡st✲✐❧ ❞❡s ✢✉① ♥é❝❡ss✐t❛♥t
✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ q✉❛❧✐té ❞❡ s❡r✈✐❝❡✱ ❞❡s ✢✉① ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉ ❞é❧❛✐ ❡t à ❧❛ ❣✐❣✉❡ q✉✬à ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❜❛♥❞❡
♣❛ss❛♥t❡ ❄ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❧♦rs ❞✉ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ré♣♦♥❞❛✐t ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡r✲
t❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é❜✐t✱ ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡✱ ❧✐♠✐t❡ ❛✉ss✐
❧❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡t ❧❡s ❞é❧❛✐s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♥♦t❛❜❧❡ ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❝♦♥s✐st❡r❛✐t à ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉① ♥é❝❡ss✐t❛♥t ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ✜①❡ ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ s♦rt❡ à ré♣♦♥❞r❡
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✢✉① ◗♦❙ tr❛✈❡rs❡♥t ❧❡ rés❡❛✉✱ ❝♦♠♠❡♥t ❛❧❧♦✉❡r ❧❡
r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ à ❞✬❛✉tr❡s ✢✉① ❇❡st ❊✛♦rt ❡♥ ❣ê♥❛♥t ❧❡ ♠♦✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡s ✢✉① ◗♦❙ ❄ ❈❡
♣r♦❜❧è♠❡ s❡♠❜❧❡ s♦❧✉❜❧❡ ❛✈❡❝ Pr♦✜t❡r♦❧❡✱ q✉♦✐q✉❡ ❧❡s ✐♠♣ré❝✐s✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t
♣❛s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❛❜s♦❧✉❡s ❛✉① ✢✉① ◗♦❙✳
❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❧✬♦❜st❛❝❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ à ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ ❡st ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❆ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐❡ ❞✬✉♥ ✢✉①✱ ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s s❡❝♦♥❞❡s ❡st ❡♥ ❡✛❡t
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✳ ❈❡ ❞é❢❛✉t✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❡st ♠♦✐♥s ♣r♦♥♦♥❝é q✉❡ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❣ê♥❛♥t ♣♦✉r ❞❡s rés❡❛✉① très ♠♦❜✐❧❡s✳ ❈❡❝✐✱ ❝♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝
❧❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① é❧❛st✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡
✽✶
✽✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❢❛✐t q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❡st ❞❡st✐♥é à ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ t②♣❡ ♠❡s❤ ♣❧✉tôt q✉✬à ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✱
♦✉ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡✈❡♥✐r ♠♦✐♥s ❝r✐t✐q✉❡
❛✈❡❝ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✽✵✷✳✶✶ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s✱ ♦ù ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♣❡r♠❡t ❧✬✉✲
t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛q✉❡ts ❍❡❧❧♦ ♣❧✉s ❢réq✉❡♥ts ❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ s✉r ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❥✬❛❥♦✉t❡r❛✐ q✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ✉♥❡
q✉❡st✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝✳ ❆ q✉❡❧ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❖❙■ ❞♦✐✈❡♥t s❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s
♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ ❄
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜é ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬é❝❤❛♥❣❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t
❞♦♥❝ ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ♣❧❛❝❡r ❝❡tt❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✸✱ ✐✳❡✳ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ r♦✉t❛❣❡✳ ▼❛✐s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♠♣ré❝✐s s✬✐❧s ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t q✉❡ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ■❧ ❛rr✐✈❡ ❞♦♥❝ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t
q✉❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ s♦✉s✲❡st✐♠❡ ❧❡ ❞é❜✐t ❛✉q✉❡❧ ✉♥ ✢✉① ♣❡✉t é♠❡ttr❡✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡s ❘❚❙✴❈❚❙
♥❡ rés❡r✈❡♥t ❧❡ ❝❛♥❛❧ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s st❛t✐♦♥s s✐t✉é❡s à ♣♦rté❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s
♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ✷ ❝♦♠♠❡ ❉✐✛◗ ♦✉ ▼❛❞▼❆❈ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦✳
■♥✈❡rs❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✷ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉①✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ✉♥❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r
st❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❛♠è♥❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❝♦♥st❛tés✱ ♦ù ❉✐✛◗ ❞♦♥♥❡
✉♥❡ ♣r✐♦r✐té tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ❛✉① ✢✉① ♠✉❧t✐✲s❛✉ts✳ ■❧ ♠❡ s❡♠❜❧❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés
❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❛❞ ❤♦❝ ♣❛ss❡ s♦✐t ♣❛r ✉♥❡ étr♦✐t❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ✷ ❡t ✸✱ ♦✉ ♣♦✉rq✉♦✐ ♣❛s✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❡ r♦✉t❛❣❡✱ ❡t ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❧✐❡♥s s♦♥t s✐ ✐♥t✐♠❡♠❡♥t ❧✐és✱ ♣❛r ✉♥❡ r❡❢♦♥t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❖❙■✱ ét❛❜❧✐
à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ✜❧❛✐r❡s ❄
❆♥♥❡①❡ ❆
❆♥♥❡①❡s
❆✳✶ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❡rr❡✉r
❚❤é♦rè♠❡ é♥♦♥❝é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✶✹✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r β t❡❧ q✉❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❡♥t✐tés ❡①é❝✉t❛♥t
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡✉r ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ♥❡ ❞❛t❛♥t ♣❛s ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ β ♣❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❆❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡ ǫ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♣❛s α < ǫ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛s②♥❝❤r♦♥❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ L✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❡rr❡✉r ❞✉ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❇❡rt✲
s❡❦❛s ❬✾❪✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♠❛❧❣ré ❧✬❡rr❡✉r✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ Λ(t) s✬❛♠é❧✐♦r❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛s✱ ✐✳❡✳ s✐ ❧✬♦♥
♣♦s❡ ✿
Λ(t+1) = Λ(t) − α∇L+ e(t)
♦ù e(t) ❡st ❧✬❡rr❡✉r ❛✉ ♣❛s t✱ ❛❧♦rs ✿
L(Λ(t+1)) < L(Λ(t))
❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ t♦✉t ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ Λ(t) ❡st ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡
L✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣t à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ i ❛✐t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉♥ ♣❡✉ ♦❜s♦❧èt❡s s✉r ❧❡s t❛r✐❢s ❞❡ s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱
♠❛✐s ♥❡ ❞❛t❛♥t ♣❛s ♣❧✉s ❞❡ β ♣❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❉♦♥❝ ❧✬❡rr❡✉r s✉r Λ✱ ∆Λ ♣❡✉t êtr❡ ♠❛❥♦ré❡ ♣❛r ✿
∆Λ = O(‖αβ∇L‖)
❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧✬❡rr❡✉r s✉r πf ✿
∆πf = O(‖αβ∇L‖)
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✱ πf < 1C ✱ ♣✉✐sq✉❡ πf ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ ❞é❜✐t ♦♣t✐♠❛❧ ❞✉ ✢✉① f ✱ ❡t
q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥❡ ♣❡✉t ❡①❝é❞❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té C✳ ❆✉ss✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ ❞✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✱ r❛♣♣❡❧é❡ ✐❝✐ ✿
∂L
∂λi
= C −
∑
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q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r s✉r ∂L∂λi ✱ ∆dΛ ❡st ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✿
∆dΛ = O(‖αβ∇L‖)
❆✐♥s✐✱ s✐ α ❡st ❝❤♦✐s✐ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r ♣♦✉r t♦✉t t ✿
‖e(t)‖ < ‖∇L(Λ(t))‖
❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡st❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝❡♥t❡ ✭rés✉❧t❛t ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬✾❪✱ ♣❛❣❡
✸✹✮✳ ❈◗❋❉✳
✽✸
✽✹ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❆♥♥❡①❡s
❆✳✷ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ t♦❦❡♥ ❜✉❝❦❡t ❞❛♥s Pr♦✜t❡r♦❧❡
❙♦✐t t ❧✬✐♥st❛♥t ♦ù ✉♥ ♣❛q✉❡t ❛rr✐✈❡ à ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❆❖❉❱ ❡♥ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s✳ ❖♥
✉t✐❧✐s❡ ✉♥ t✐♠❡st❛♠♣ T q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❛t❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ♣❛q✉❡t ❞❡✈r❛ êtr❡ ❡♥✈♦②é✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs
θ+ ❡t θ− s♦♥t ❞❡s s❡✉✐❧s ❞❡ t♦❧ér❛♥❝❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❛t❡ T ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✉
♠❡❞✐✉♠ ♣♦✉r ✉♥ ♣❛q✉❡t ❡st ❝♦♥♥✉✱ ❡t ✈❛✉t tp✳ ❉❛♥s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡✱ ❝❡ t❡♠♣s
❡st é✈❛❧✉é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣❛q✉❡t r❡ç✉ ❡t ❞✉ ♣r♦t♦❝♦❧❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ✉t✐❧✐sé ✭❧❡s ♣❛q✉❡ts ❚❈P
♣r❡♥♥❡♥t ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s ❞✬♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❡❞✐✉♠ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♣❛q✉❡t ❞♦✐t êtr❡ ❛❝q✉✐tté✮✳
❆ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛q✉❡t✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ tr♦✐s ❝❛s ✿
✕ t > T − θ− ✿ ❛❧♦rs T → t+ θ− + tp✳
✕ T − θ+ < t < T − θ− ✿ ❛❧♦rs T → T + tp✳
✕ t < T − θ+ ✿ ❧❡ ♣❛q✉❡t ❡st ❥❡té ❡t T ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s✳
❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s
✶✳✶ ❈❛rt❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❢❛❝❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ré❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
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✷✳✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t ❛❣ré❣é s❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é♠❡tt❡✉rs ❡♥ ❝♦♥t❡♥t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
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✹✳✸ ❈❤♦✐① ❞❡ k ✿ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡♥s✐té ❡t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ st❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
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✹✳✻ ❈♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❡✣❝❛❝✐té ❡t éq✉✐té ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✻ ✸✾
✺✳✶ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♥✢✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✺✳✷ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✻✳✶ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ✢✉① à q✉❛tr❡ s❛✉ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✻✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ s✉r ✉♥ ✢✉① à ✹ s❛✉ts ✲ ✢✉① ❯❉P✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✻✳✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ Pr♦✜t❡r♦❧❡ s✉r ✉♥ ✢✉① à ✹ s❛✉ts ✲ ✢✉① ❚❈P✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
✻✳✹ ❋❧✉① ❚❈P à ✷✵ st❛t✐♦♥s ✭✶✾ s❛✉ts✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✻✳✺ ❙t❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s ❛s②♠étr✐q✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✻✳✻ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s st❛t✐♦♥s ❝❛❝❤é❡s ❛s②♠étr✐q✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✻✳✼ ❚❡♠♣s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❞❛♥s q✉❡❧q✉❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ✽✵✷✳✶✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✻✳✽ ❚❛r✐❢s ❡t ♣r✐① ❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✹ ✢✉① ✲ ✷✺ st❛t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✻✳✾ ❋♦♥❝t✐♦♥ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞é❜✐ts ❞❡s ✢✉① ♣♦✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ✷✺ st❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✻✸
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✻✳✶✶ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✻✳✶✷ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ✻✻
✻✳✶✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s s✉r ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭✸✵ ♥♦❡✉❞s✱ ✺ ✢✉①✱ ✉❞♣✮✳ ✻✼
✻✳✶✹ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✐t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s s✉r ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✭✸✵ ♥♦❡✉❞s✱ ✺ ✢✉①✱ ✉❞♣✮ ✻✼
✼✳✶ ❉é❜✐t ♠♦②❡♥ s❡❧♦♥ ❧❡s t②♣❡s ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡s tr♦✐s ♣❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
✼✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té t②♣✐q✉❡s✳ ❙♦✉r❝❡ ✿ ❬✹✻❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶
✼✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ à ❜❛s❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷
✼✳✹ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞é❜✐ts ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ✸✵ ♥÷✉❞s ❡t ✶✵ ✢✉① ✈✐❞❡♦✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
✼✳✺ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ♣♦✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ✸✵ ♥÷✉❞s ❡t ✶✵ ✢✉① ✈✐❞❡♦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼
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✼✳✼ ❇é♥é✜❝❡ ❝♦♠♠✉♥ ♠♦②❡♥ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ αs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✽✺
✽✻ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬✶❪ ✸❣♣♣ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✷✸✳✶✵✼ q✉❛❧✐t② ♦❢ s❡r✈✐❝❡ ✭q♦s✮ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✸❣♣♣✳♦r❣✳
❬✷❪ ❚❤❡ ✐❡❡❡ ✽✵✷✳✶✶ st❛♥❞❛r❞s✳ ❤tt♣✿✴✴st❛♥❞❛r❞s✳✐❡❡❡✳♦r❣✴❣❡t✐❡❡❡✽✵✷✴✽✵✷✳✶✶✳❤t♠❧✳
❬✸❪ ❉❛♥✐❡❧ ❆❣✉❛②♦✱ ❏♦❤♥ ❇✐❝❦❡t✱ ❙❛♥❥✐t ❇✐s✇❛s✱ ❛♥❞ ❉♦✉❣❧❛s ❉❡ ❈♦✉t♦✳ ▼✐t r♦♦❢♥❡t ✿ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ❛❞✲❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦✱ ✷✵✵✸✳
❬✹❪ ●✐✉s❡♣♣❡ ❆♥❛st❛s✐✱ ❊❧❡♦♥♦r❛ ❇♦r❣✐❛✱ ▼❛r❝♦ ❈♦♥t✐✱ ❛♥❞ ❊♥r✐❝♦ ●r❡❣♦r✐✳ ■❡❡❡ ✽✵✷✳✶✶❜ ❛❞ ❤♦❝ ♥❡t✇♦r❦s ✿
P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❈❧✉st❡r ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✽✭✷✲✸✮ ✿✶✸✺✕✶✹✺✱ ✷✵✵✺✳
❬✺❪ ❊♠✐❧✐♦ ❆♥❝✐❧❧♦tt✐✱ ❘❛✛❛❡❧❡ ❇r✉♥♦✱ ❛♥❞ ▼❛r❝♦ ❈♦♥t✐✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ r❛t❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ♠❡s❤ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ P❊✲❲❆❙❯◆✱ ♣❛❣❡s ✼✕✶✹✱ ✷✵✵✽✳
❬✻❪ ❊❧②❡s ❇❡♥ ❍❛♠✐❞❛✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❈❤❡❧✐✉s✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥✲▼❛r✐❡ ●♦r❝❡✳ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ P❤②s✐❝❛❧ ▲❛②❡r ▼♦❞❡❧✐♥❣
♦♥ t❤❡ ❆❝❝✉r❛❝② ❛♥❞ ❙❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❲✐r❡❧❡ss ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✽✺ ✿✺✼✹✕✺✽✽✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r
✷✵✵✾✳
❬✼❪ ❇r❛❤✐♠ ❇❡♥s❛♦✉✱ ❨✳ ❲❛♥❣✱ ❛♥❞ ❈✳ ❈✳ ❑♦✳ ❋❛✐r ▼❡❞✐✉♠ ❆❝❝❡ss ✐♥ ✽✵✷✳✶✶ ❜❛s❡❞ ❲✐r❡❧❡ss ❆❞✲❍♦❝
◆❡t✇♦r❦s✳ ■♥ ❆❈▼ ▼♦❜✐❍♦❝✱ ♣❛❣❡s ✾✾✕✶✵✻✱ ❇♦st♦♥✱ ▼❛ss❛❝❤✉s❡tts✱ ✷✵✵✵✳
❬✽❪ ●✳ ❇❡r❣❡r✲❙❛❜❜❛t❡❧✱ ❆✳ ❉✉❞❛✱ ❖✳ ●❛✉❞♦✐♥✱ ▼✳ ❍❡✉ss❡✱ ❛♥❞ ❋✳ ❘♦✉ss❡❛✉✳ ❋❛✐r♥❡ss ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥
❞❡❧❛② ✐♥ ✽✵✷✳✶✶ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ■❊❊❊ ●❧♦❜❡❝♦♠✱ ♣❛❣❡s ✷✻✾✼✕✷✾✼✸✱ ✷✵✵✹✳
❬✾❪ ❉✐♠✐tr✐ P✳ ❇❡rts❡❦❛s✳ ◆♦♥❧✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❆t❤❡♥❛ ❙❝✐❡♥t✐✜❝✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✾✾✾✳
❬✶✵❪ ❱✳ ❇❤❛r❣❤❛✈❛♥✱ ❆✳ ❉❡♠❡rs✱ ❙✳ ❙❤❡♥❦❡r✱ ❛♥❞ ▲✳ ❩❤❛♥❣✳ ▼❆❈❆❲ ✿ ❛ ♠❡❞✐❛ ❛❝❝❡ss ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r
✇✐r❡❧❡ss ▲❆◆✬s✳ ■♥ ❆❈▼ ❙■●❈❖▼▼ ❈♦♠♣✉t❡r ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❘❡✈✐❡✇✱ ♣❛❣❡s ✷✶✷✕✷✷✺✱ ▲♦♥❞♦♥✱
❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✱ ✶✾✾✹✳
❬✶✶❪ ❉✳ ❘✳ ❇♦❣❣s✱ ❏✳ ❈✳ ▼♦❣✉❧✱ ❛♥❞ ❈✳ ❆✳ ❑❡♥t✳ ▼❡❛s✉r❡❞ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛♥ ❊t❤❡r♥❡t ✿ ♠②t❤s ❛♥❞ r❡❛❧✐t②✳ ■♥
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